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ON AN ANALOGY BETWEEN MEASURES 
AND HOMOMORPHISMS 


By 
ROMAN SIKORSKI (Warszawa) 


Let T* be a theorem (from the general theory of measure) 
which expresses a property P* of an arbitrary measure defi- 
ned on a Boolean algebra (or: on a field of sets) A. Theorem 
T*, true for arbitrary measures, holds, in particular, for 
two-valued measures. It is clear that the notion of a 
two-valued measure coincides!) with the notion of a 
two-valued homomorphism of A in a Boolean algebra B. 
Thus'the theorem T* expresses a property P of two-valued 
homomorphisms. The question arises whether other homo- 
morphisms of A in B possess also the property P. If we 
shall prove that the class of homomorphisms with the 
property P is wider than the class of two-valued homo- 
morphisms, we shall have a new theorem T on homo- 
morphisms between Boolean algebras. 

This paper contains several theorems on homomorphisms 
obtained by the mentioned method. I shall cite known 
theorems from the general theory of measure and I shall 
formulate and prove analogous theorems on homomorphisms. 


1) The definition of a measure and of a homomorphism is given in 
Terminology and notation. A measure x is two-valued if it assumes only 
two values: the numbers 0 and 1. A homomorphism h of A in B is 
two-valued if it assumes only the two following values: the minimal element 
0eB and the maximal element EeB (i.e. B+0=B=BE for every B eB; 
we suppose E= 0). If «x is a two-valued measure on A, then the formulas 
(i) h(A)=0 if w(4)=0 
(ii) h(A)=E if w(A)=1 
define a two-valued homomorphism of Æ in B. Conversely, if h is a 
two-valued homomorphism, the formulas (i)-(ii) define a two-valued 
measure & on A, 
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The proof of these theorems on homomorphisms is, in gene- 
ral, simpler than the proof of the corresponding theorems 
on measures. 


J. Finitely additive homomorphisms. 


Terminology and notation. In the first part of this paper 
A denotes always an arbitrary Boolean algebra. Elements 
of A are denoted by the letters A, B,... 


À + B, AB, and 4’ denote Boolean operations analogous 
to the addition, multiplication, and complementation of sets 
in the general theory of sets. By definition 4t = A for any 
AeA. 0 denotes the null element of A, i.e. 0 + A=A for 
every AeA. 

A set 4 of elements of A is called a subalgebra of A 
if A+ Aie Ao and A'e Ay for any A, Aie Ao Every subal- 
gebra is also a Boolean algebra. The least subalgebra of A 
containing a given class KC A will be denoted by K,. 

A mapping h of A in a Boolean algebra B is called 
a homomorphism of A in B if 


h(A+ Ai) =h(A) + h(Aı) and h(A*)=h (A)? 


for any A, A,e A. A one-one homomorphism of A on B 
is called an isomorphism. If it exists, A and B are isomorphic. 
A real function # defined on A is called a measure if?) 
w(0°)=1 and u(A + 4;)= u (A) + u (å) 
for any À, Aie A, Adi =Q. 
A mapping f of a set M in a set N is called an exten- 
sion of a mapping fo of a set MC M in N if f(e)—fo(e) 
for every ee Mp. 


1. Extending of homomorphisms. The following example 
explains more exactly the method mentioned in the intro- 
duction. Consider the following known theorem on the 
extending of measures: 


2) 0° is the maximal element of A. 
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(*)5) Every measure m defined on a subalgebra Ay of A 
can be extended to a measure p on A. Moreover, one may 
assume that‘) u (A) C po( Ao). 

In particular, every two-valued measure on 4, can be 
extended to a two-valued measure on A. In other words, 
every two-valued homomorphism defined on 4 can be 
extended over A. The question arises whether every homo- 
morphism of Ap in a Boolean algebra B can be extended 
over A. The affirmative answer to this question (under the 
assumption that B is complete) is given by the following 

Theorem I.5) Every homomorphism of a subalgebra Ao C A 
in a complete Boolean algebra B can be extended to a ho- 
momorphism of A in B. 


2. Extending of a mapping to a homomorphism. Horn 
and Tarskif) have formulated a necessary and sufficient 
condition so that a real function » defined on a subset K of 
a Boolean algebra A (0<»(A)<1 for Ae K) can be extended to 
_ a measure on 4 An analogous problem may be considered 
for homomorphisms. The necessary and sufficient condition 
for homomorphisms is simpler than that for measures. Namely: 


Theorem II.) Let K be a class of elements of A and 
let f be a mapping of K in a Boolean algebra B. The mapping f 
can be extended to a homomorphism h of K, in B if and 
only if 
O Ans. AO. ampliess CAD 2h An 0 
for every two sequences A,¢ K and a,=0 or 1 (i=1,2,...,n). 


The necessity is evident. 
Suppose that (i) is satisfied. Every ue A e K, can 


be represented in the form: 


3) See e. g. Los and Marczewski [1]p.270; Horn and Tarski 
[1], p. 477 (Theorem 1.22). 

4) u (4) and (49) denote the sets of values assumed by # and My 
respectively. (9 (40) is the topological closure of #5 (Ao). 

5) Proved in my paper [2]. 

®) Horn and Tarski [1], p. 477. 

7) A similar theorem on the extending of a mapping to an isomorphisms 
has been proved by Kuratowski and Posament [1], p. 282. 


1° 
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(ii) A= 5 I A 
= ji 
where À; ; € K anda, =O or 1. If 
m nj Paes 
DTTA > i Be 
i=1 j=1 bi k=1 1=1 


where B,1€ K and kı — 0 or 1, then 
Si gk Be (J 
a D site 


flat I=] 


z ij UAE 
Il Z, AD O 
T \ à 1j=1 k=1 bi -lk 
where {1,,} } is an arbitrary sequence of integers such that 
1<1,<q, A <k<p). By (i) 
3 I I f(A," (Ban) = 0, 


fi) i=l j=1 k=1 


hence 
P qk nee 
(3 CAD) CS D FB, ym =o. 
Analogously 
i, 5 whe Br, l 
(2 1 FAD io (2 # f (B,D )= 0. 
Consequently 


m nj 


Bat (Age z ni CE, Dies 


i=1 j=1 


Thus we infer that the element 
(iii) h(A)= > ih f(A, Je 
i=j j= 


does not depend on the representation of the element Ae K, 
in the form (ii). 


The formula (iii) defines a homomorphism h of K, in B 
which is an extension of the mapping f. 
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3. Collections of independent subalgebras. A collection 
(Abe of subalgebras of A is called a collection of indepen- 
dent subalgebras of A if 

Ay:...: A, #0 
for every sequence À;e4., A,~0 (1<i<n, z for ii). 

Marczewski®) has proved the following theorem: 

(*) Let (Ae be a collection of subalgebras of A and 
(for every teT) let u, be a measure defined on A, In order 


that there exist a measure u on the least subalgebra AyC A 
containing all subalgebras A, (TeT) and such that 


(i) w is a common extension of all measures u, (eT); 
(ii) for every sequence A,¢ A,(1<i<n, tt; for ii) 


B QE Ces B i (A); 


it is necessary and sufficient that for every sequence AeA, 
(l<i<n, Æq for ij): 
FL A,=0 imply pas u, (A) = 0. 
i= = t 
Consequently, if A is a collection of independent 
subalgebras of A, the measure u satisfying (i) and (ii) exists 
always for arbitrary measures u, on Á, 
The analogous theorem on homomorphisms can be for- 
mulated as follows: 


Theorem ITI. Let {A }.r be a collection of subalgebras 
of A, and (for every wteT) let h, be a homomorphism of 
A, in a Boolean algebra B. In order that there exist a 
common extension h of all homomorphisms h, over the 
least subalgebra A, containing all subalgebras A, (xeT), it 
is necessary and sufficient that for every sequence À;€4,, 
(1<i<n, =r for i#j): 


(iii) I A=0 imply T h,,(A)=0. 


8) Marczewski [2], p. 126—127 (Theorems Il and III). 
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Consequently, if {4}. 1 is a collection of independent 


subalgebras of A. the common extension h exists always 
for arbitrary homomorphisms h, of A, in B. 

The necessity is obvious. The sufficiency follows from 
Theorem II. In fact, if Ae A, and AeA, ? then by (iii) 
h, Mave h, (CNET h, (CPE h, (4) 
since AA —0, Abe A, , and AeA, renee h, Dh (A). 
Therefore there exists a mapping f of the class K zo A, in 


B such that 
f(4)=h,(A) for AeA. 


Since (iii) implies the condition (i) of Theorem II, there 
exists a homomorphism h of K,— 4, in B which is an ex- 
tension of f, i. e. a common extension of all h.. 

The second part of Theorem III follows directly from 
the first and the definition ot a collection of independent 
subalgebras. 

The condition (ii) expresses the so-called stochastic in- 
dependence”) of the sequence {A,!. The analogous condi- 


tion for homomorphisms: h (a A)= IL h(A) is always sa- 
tisfied. Therefore it is omitted in Theorem III. 


4. Classes of independent elements. A subset K of A 
is called a class of independent elements if u 4% ZÆ 0 for 


every two sequences 4;eK(4,5 A, for ij) and a —0 or 1 
(1<i<n) 
It follows from theorem (*) in § 3 that?) 
(*) Every non-negative function »(A) < 1 defined on 
a class K of independent elements of A can be extended to 
a measure on K, 


°) See Marczewski [2]. p. 126. 
10) See Fichtenholz-Kantorovitch [1], p. 72 and p. 78, 
Marczewski [2], p. 125, and Marczewski [3], p. 18. 
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The analogous theorem on homomorphisms is 


Theorem IV. Let K be a class of independent ele- 
ments of A. Every mapping f of K in a Boolean algebra 
B can be extended to a homomorphism of K, in 8. 


Theorem IV follows immediately from Theorem IL. 


IL. Infinitely additive homomorphisms. 


Terminology, notation, and lemmas. In the second 
part of this paper A denotes always a o-complete Boolean 
algebra. The sum of an enumerable sequence A,¢A is de- 

co co 
noted by Z Aw the product by et A, 
n= ne 


Let Ao be a subalgebra of A. 

A homomorphism h of 4p in a o-complete Boolean al- 
gebra B is called a o-homomorphism if for every sequence !!) 
A; € Ao: 


= Anco implies h (z, A,) = zh (A,). 


The necessary and sufficient condition for a homomor- 
phism h to be a o-homomorphism is that for every sequence 
A, € Ao: 


T A,=0 imply I h(4)=0. 


n=1 


A measure «u on Ap is called a o-measure if the condi- 
. tions: 


co 
A, € Ao, Z Ane Ao, A, A,—0 for 177, 
n co oo 
imply u (Z 4) = Z n(A). 


The necessary and sufficient condition for a measure w 
to be a o-measure is that 


1) lf A, e À, the symbol X A, denotes always the Boolean sum of 
n 


An in the Boolean algebra A. Analogously for 71 APR 
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co 
m A =0 imply lim #(4,)= 0 
for any decreasing sequence A, € Ao. 
A subalgebra 4 of A is called a o-subalgebra of A if 
co 
Z, A,€ Ao for every sequence A,€Ao Every o-subalgebra 


is also a o-complete Boolean algebra. The least o-sub- 
algebra of A containing a given class KC A will be denoted 
by K, : 

Lemma?) A). Let f be a mapping of an infinite set 
K,CA in a o-complete Boolean algebra B. If for every 
enumerable set KC K, there exists a o-homomorphism hx 
of K, in B such that hx(A)=f(A) for every AeK, then 
there exists a o-homomorphism h of K,, in B which is an 


extension of f. 
We shall prove first that: 
(i) If K’ and K are enumerable subsets of K, and K’ C K, 


then hx (4) = hK (À) for every AceK’. 

In fact, the set S of all elements AeK’ such that 
hr (4) = hg (A) is a o-subalgebra of A and K’C S. Con- 
sequently K — S, 

(ii) If K’ and K” are enumerable subsets of K, and 
AeK' : K”, then hx: (A= hg (A). 

Let K=K' + K”. By (i) hg (A) =hx (A) =hex- (A). 

Since K,, is the sum of all subalgebras K, where K is 
an enumerable subset of K,, it follows from (ii) that there 
exists a mapping h of K,, in B such that 

h(A)=hx(A) for AcK 
where K is any enumerable subset of K,. 
Obviously h is an extension of f. If A,eK,,(n=1,2...) 


there exists an enumerable subset KC K, such that 4,eK, 
(n=1,2...). 


12) An analogous lemma holds for 6-measures. 
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Consequently 
co co co œ 
h( 2 A,)=hg(2 À,) = Z hy (A,) = Z h(A,) 
n=l n=1 n=1 n=l 
and 
h(A?) = hx (A!) = hg (A) =h(A). 
Thus h is a o-homomorphism of K, in B. Lemma 
A) is proved. 
Let X be a o-field**) of subsets of a set © and let J be 
a o-ideal**) of X. For every XeX the symbol [X]; deno- 


tes the class of all sets X’eX such that (X — X’) + (X’— X)el. 
The collection X/I of all [X];, where X¢X, is a o-complete 


Boolean algebra with the following definition of Boolean 
operations !) : 
(X= XX), ARISTON EC 


@ denotes always Cantor's discontinuous set, i.e. the set 


of all numbers 
c= 2: 5% 


n=13 
where ¢,=0 or 1. The symbol @, denotes the set of all 
ce@ such that a4,—1. 


C denotes always the field of all both open and closed 
subsets of @ C, is the o-field of all Borel subsets of €. 


For every set ZC @ the symbol ZC denotes the field 
of all sets ZC where CeC. Analogously, ZC, is the 
18) I.e. a class X of sets X C such that: 1° if X,€X (n= 1,2,...), 
co 
then J X EX; 2° if XEX, then X? = H—XEX. 
n=l 


4) TI. ensa class CX such that: 1° if X ET (n=1,2,...), then 


co 
Dy X,€1; 2°if XEIÏ and X E X (X EX), then X EL 
n=l 


$) DAX] does not denote here the union of the classes [X,], but 
n 


the Boolean sum of elements [X] € XI. Similarly for the product and 
the complement. 


10 ROMAN SIKORSKI 


o-field of all sets ZC where CeC,, i.e. ZC, is the o-field 
o£ all Borel subsets of the space Z. | 

If J is a o-ideal of C,, the symbol [C]; denotes the class 
of all elements [C] ¢C,/J where CeC. [C]; is a subalgebra 
of C/J. 


Lemma B), For every sequence {A,} of elements of A, there 
exists a o-homomorphism g of C, in A such that g(@,)= A,, 

We may suppose”®) that A = X/I where X is a o- field 
of subsets of a set & and I is a o-ideal of X. Let X,¢X 
(n=1,2,...) be a set such that A,=[X,];. 

The characteristic function!?) x of the sequence {X,} maps 
Ø in @ so that x (€) =X, 

The formula 

g(C)= "(Ch for Cec, 

defines a o- homomorphism of €, in A such that 


g (@,) = [x "(Ch = IX; = 4, 


Lemma C). Let Jı and J2 be two o-ideals of C, If every 
closed set Fe J; belongs to’) Jo, the formula 


(iii) F(CI,) =[CIy, for Cec; 
defines a o-homomorphism of [C]; C Cf: in C {Je 

If there exists a o- homomorphism h of C,/J; in C,/Je 
which is an extension of f, then’) Ji C Je. 


16) Since everv o-complete Boolean algebra is isomorphic to a quotient 
algebra X/I where X is a o-field and I is a o-ideal. See Loomis [1], p. 757 
and Sikorski [1], p. 256. 

17) I. e. the function 

Co ün 
ENEAN 5 3 
n=1 
where a, = 1 if xeX, and a, = 0 if xeX,,°. SeeMarczewski[I], p. 211-212. 

18) This condition is also necessary for (iii) to define a o-homomorphism 
of [C]y, in C/J,. 

18) This condition is also sufficient in order that there exist an exten- 
sion of f over C,/J,. 
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It is clear that (iii) defines a homomorphism f of [C];, 


co 
in C/J2 If C,eC and II [C,]j,=0, then the closed set 
co co 
I C,,¢J1. Consequently Ht C,,¢ Jz and 


À QC, = F (Cals, = 0, 


i. e. f is a o-homomorphism. 
If h is an extension of f over C,/J:, then 
h([C]y,) =[Cly, for every Cec,. 
If Ce Ji, then 
; [C], =h (LC]j,) = h 0) =0, 
i. e. Ce Je. Consequently Jı C Je. 
Lemma D). Let 0AZC@ and let J be an o-ideal of C, 


which contains every closed set FC @, such that FZ=0. 
Then the formula 


(iv) g(ZC)=[C]y for any Ce€ 


defines a o-homomorphism g of ZC in C,/J. If there exists a set 
Coe C, such that ZCy=0 and Cy non e J, the homomorphism 
g cannot be extended to a o- homomorphism of (ZC),= ZC, 
in C/J. 

Let Ji be the o-ideal of all sets Ce €,, ZC =0. The formula 

g (CI) = ZC for CeC, 

defines an isomorphism g of C,/J: on ZC, such that g ([C]j,) = 
= ZC. 

Since every closed set Fe J; belongs to J, the formula 
(iii) (where J2—J) defines a o- homomorphism of (C)y, in 
C,/J on account of C), and consequently g = fg is a o-homo- 
morphism of ZC in C,/J. 


Suppose that there exists a set Coe J1 — J and that g can 
be extended to a o- homomorphism h of ZC, in C/J1. Then 
hg is an extension of f over C,/J:. Hence, by Lemma C), 
J1C J, which is impossible. 
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5. Extending of a mapping to a o-homomorphism. The 
subject of this section is the following problem”): 

f is a mapping of a set KC A in a o-complete Boolean 
algebra B. When is it possible to extend the mapping f to 
a o-homomorphism of K, in B? 

In the case where B is a o-field of sets, the answer is 
given by the following 

Theorem V. A mapping f of a set KC A in a o-field of 
sets B can be extended to a o- homomorphism h of K, in B 
if and only if for every sequence A,¢K (n=1, 2,...) and 
for every sequence a,—=0 or 1 (n=1, 2...): 

co 
(i) I n"—=0 implies a f(A)" = 

The necessity is obvious. By vs A) we must prove 
the sufficiency of (i) only in the case where the set K= 
=(A;, À...) is enumerable*’). By Lemma B) there exists a 
o-homomorphism g of C, in A such that g(@,)—A,. Let J 
be the o-ideal of all sets CeC,such that g(C)—0. Then the 
tormula 

g([C]j))=g(C) for Cec, 
defines an isomorphism of C/J on K, and g([€,];) =A 
(n=1,2,...). Therefore, in order to prove Theorem V it 
is sufficient to show the following lemma: 

Let J be a o-ideal of C,, let B be a o-field of subsets of 
a set ©, and let X,eB be a sequence of sets such that 


(ii) if m [2,]j7=9, then I X= 


Then there exists a o-homomorphism h of C,/J in B such 
that h (€) =X, (n=1,2,...). 
Let x be the characteristic AN LE of the sequence{X,}. 


If (c)e J where c=2 3 then 


ae 


20) An analogous problem for 6-measures is unsolved. 
21) If K is finite, the exiscence of h follows from Theorem II. 
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co an co a 
et ae. lo. 
Hence, by (ii), 
co a co 
x (e)= Hx" (C, = XS =: 
Consequently x—!(C)=0 for every CeJ. 
Thus the formula 
h((C]p)=x"(C) for every CeC, 
defines a o-homomorphism h of C,/J in B and 
h ([ 1) =x (0) =X,. 

Theorem V is proved. i 

The assumption that B is a o-field of sets is essential 
and cannot be omitted even in the case where À is a 
o-field of sets and K is a subalgebra of A. 

In fact, let Z be a Borel subset of @ which is not a G,”), 
and let J be the least o-ideal of C, containing al closed 
sets F C @ such that FZ = 0. The homomorphism g (of 
ZC C ZC, in C,/J) defined in Lemma D) satisfies the assump- 
tion (i) since g is a o-homomorphism. By Lemma D) g 


cannot be extended over (ZC), = ZC, since @—ZeC,—J 
and Z(@— Z)=0. 


6. Extending of 0-homomorphisms defined on a subal gebra. 

It is known that?) 

(*) Every o-measure defined on a subalgebra Ao of A 
can be extended to a o-measure on Ags. ~ 

Theorem V implies directly the following analogous 
theorem on homomorphisms: 
Theorem VI. Every o-homomorphism of a subalgebra 
4o of A in a o-field of sets B can be extended to a o-ho- 
momorphism of Ag. in B. 

The assumption that B is a o-field of sets is essential 
(see the remark at the end of § 5). 


22) A set is said to be a G} provided it is the product of an enum- 
erable sequence of open sets. A set is an F, if it complement is a G; . 
233) See Kol mogoroff [1], p 15, and Nikodym [1]. 
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The simplest case is where Ap is enumerable. Then 
Ags is isomorphic™) to €,/J where J is a suitable o-ideal 
of €,, and 4 is isomorphic to [C]y. The following theorem 
explains, under what conditions every o-homomorphism of 
Ao in any o-complete Boolean algebra B can be extended 
to a g-homomorphism of 4w in B. 

Theorem VI. Let J be a o-ideal of C, In order that 
every o-homomorphism of [C]; in any o-complete Boolean 
algebra B can be extended to a o-homomorphism of 
({C])),=C/J in B, it is necessary and sufficient that the 
ideal J posses the following property: 

(i) every set Ce J is contained in a set F”) which belongs 
to J. 

Necessity. Let Jı =J and let Jo be the o-ideal of all 
Borel sets which are contained in a set F, belonging to J. 
If the o-homomorphism g defined in Lemma C) can be ex- 
tended over C,/J, then JC Jz. Thus J possesses the pro- 
perty (i). 

Sufficiency. Let f be a o-homomorphism of [C]j in 
a o-complete Boolean algebra B. By Lemma B) there exists 
a o-homomorphism g of €, in B such that * 


g (C) =f (Clp) EE 
Consequently: 
(ii) g(C)=f([C]y) for every Cec. 


For every closed set FC @ there exists a sequence C,,¢C€ 


such that F= II C,. If FeJ, then A [C]; =0 and 


Gid g(P)= T g(C)= T F (CIs) =0 


since f is a o-homomorphism. 
If J possesses the property (i), the equality (iii) implies 
g(C)=0 for every Ce]. 


21) The definition of this isomorphism is analogous to the definition 
given in the first part of the proof of Theorem V. It is sufficient to pose 
KEA A 
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Therefore the formula 
h([CIn =g(C) for CeC, 
defines a o-homomorphism h of C/J in B. By (ii), h is an 
extension of f. 

Corollary. Every 5-homomorphism of an enumerable***) 
Boolean algebra Ao in a o-complete Boolean algebra B can 
be extended over the minimal extension”) A of Ao. 

In fact, 4o is isomorphic to the field?) ZC where Z is 
a closed subset of @. Let I be the o-ideal of all Borel sets 
CC Z of first category in the space Z. Then ZC is iso- 
morphic to [ZC]; C ZC,/L 

Therefore we may suppose 49=[ZC]y. The minimal ex- 
tension of Ao is the Boolean algebra”) A=ZC,/I. 

Let J be the o-ideal of all sets CeC, which can be re- 
presented in the form C=C’ + C” where C'el and C’eC,, 
ZC”==0. The formula 

g([C])=[CZ]; for CeC, 
defines an isomorphism g of C,/J on ZC,/I and 
g([C]y) = Ao. 

Since the ideal J possesses the property (i), the o-homomor- 
phism fg of [C]; in B can be extended to a o-homomorphism h 
of C,/J in B by Theorem VI. The o-homomorphism hg-! 
is an extension of f over A=ZC,/I, q.e.d. 

7. Collections of o-independent subalgebras. A collection 
(A. ar ot -subalgebras of A is called a collection of o-indepen- 


dent o-subalgebras if 114,50 for every finite or enumerable 
sequence 0 A,¢ A,, Gt; for iFj. 


Banach has proved”!) 
(*) Let Ae be a collection of o-independent o-sub- 


24a) This condition is essential. 

23) See Mac Neille [1], p 437. 

2) See Mostowski [1], p. 45. 

27) See Sikorski [l], p. 257. 

233) See Banach [1], p. 160; and Marczewski [2], p.126 (Theo- 
rem II). 
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algebras of A and (for every teT) let u, be a o-measure on A,. 
If A is a o-field of sets, then there exists a o-measure u on 
the least o-subalgebra AC A containig all subalgebras A, 
(teT), such that 


(i) x is a common extension of all measures y; 

Gi) u (Aie... © 4,)=u(Ai) * ... 4 (An) for every sequence 
A, A., Gea TONI. Un: 

The analogous theorem for c-homomorphisms can be ex- 
pressed in the stronger form”): 

Theorem VII. Let {A}. ņ be a collection of o-subalgebras 


of A, and (for every teT) let h, be a o-homomorphism of A, 


in a o-field of sets B. In order that there exist a o-homomor- 
phism h which is a common extension of all h, over the least 


o-subalgebra A, contanining all algebras A,, it is necessary 
and sufficient that 


(iii) ITA,=0 imply Ih, (A,) =0 
for any finite or enumerable sequence À,e A. Gr, for ij). 


In particular if A} + is a collection of o-independent 


o-subalgebras of A, the common extension h exists always 
for arbitrary homomorphisms h.. 

The necessity is obvious. The sufficiency of (iii) follows 
immediately from Theorem V (see the proof of Theorem III). 

The assumption that B is a o-field of sets is essential and 
cannot be omitted even in the case where T=2 and {4,} 
are c-independent o-fields of sets. : 

In fact, it is known that) ©@—€ x €” where €’ and €” 
are two sets homeomorphic to € C, and C” will denote 
the o-field of Borel subsets of @’ and ©” respectively. 


2) Analogously to Theorem III. The condition 
n n 
h(i 4) = Hha 
i=1 i=1 


analogous to (ii), is always satisfied; therefore it is omitted in Theorem VII. 
30) X XY denotes here the cartesian product of the sets X and Y. 
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Let Z’ be an analytic subset of C’ which is not a Borel set. 
Z' is the projection (on the €’ -axis) of a set Co C @, which 
is a G, 

Let Z—(€@ — Z’) x €” and let J be the o-ideal of all Borel 
subsets of all sets C’x@” where C’eC, and C’C Z’. Obviously 
(iv) Co noneJ and ZCo—=t0. 

Let A=ZC,, A’ =the o-field of all sets Z(C’ x €”) where 
C’eC,, A’=the o-field of all sets Z (C’X C”) where C”eC”.. 
Obviously A’ and A” are o-independent o-subalgebras of A. 

The formulas 
(v) h(Z(C'xe”))=[C'xey for C’eC’, 

(vi) h’(Z(@xC))=(@ xC]; for C’ec”, 
define two o-homomorphisms h’ and h” of A’ in C,/J and 
of A” in C,/J respectively *). 

Suppose there exists a o-homomorphism h of Ay = 
= (4'+ A”), =ZC,=A in C,/J which is a common extension 
of h’ and h”. Then 

h(ZC)=[C], for every CeC,. 
Let g denote the o-homomorphism h restricted to ZC. 


We have 
g(ZC)=[C]; for Cec. 
h is an extension of g over (ZC), = ZC,= 4A, which is 
impossible on account of (iv) and Lemma D). 


Thus we infer that h’ and h” possess no common 
extension. 


8. Classes of o-independent elements. A class KC A 
is called a class of s-independent elements of A if I AF £0 
n 
for every finite or enumerable sequence A, eK (A,# A, for 
i#j) and for every sequence a,—0 or 1. 
It follows from theorem (*) of § 7 that *?) 


31) This is obvious for h”. -The analogous remark for h’ follows from 
the fact that (for C’, C’,2C’,) 


Z (C X@”)=2Z(C': X ©”) implies [C x @Y=IC’ XE. 
3) See Marczewski [2], p. 125, and Marczewski [3], p: 25. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXII. 2 
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(*) Every non-negative function v(A)<.1 defined on a 
class K of o-independent sets can be extended to a o-mea- 
sure on K. 

The analogous theorem on o-homomorphisms is 

Theorem VII. Every mapping f of a class K of o-in- 
dependent elements of A in a o-complete Boolean algebra B 
can be extended to a o-homomorphism h of K, in B. 

In contrast to theorems V—VII, B may be here an ar- 
bitrary o-complete Boolean algebra. 

By Lemma A) it is sufficient to prove Theorem VIII in 
the case where K= (A, Ao,....) is an enumerable set?) 
(A, #~ A, for if j). 

By Lemma B) there exists a o-homomorphism g of C, 
in A such that g(@,)— 4, (n= 1,2...). 


Let c=2 2 = be any element of @. Then (c)= 2 @;" and 


g(o) = 1 8@)r= T A" 70 


Thus g is an isomorphism of C, on K, 

By Lemma B) there exists a o-homomorphism h of C, in 
B such that h(@,) =f (A,). Consequently h =hg' is a 
o-homomorphism of K, in B which is an extension of f. 


9. An existence theorem. The o-field of all subsets of 
a set Y will be denoted by S(7). 

Consider the following question: 

(*) When does there exist a o-measure defined on S(?) 
and vanishing for every one-point set? 


Ulam has proved™) that such a measure does not exist 
if the cardinal Y is less than the first ®) aleph inaccessible 36) 


83) If K is finite, Theorem VIII follows directly from Theorem IV. 

%) See Ulam [1], p. 146 and 150. 

85) Greater than à. 

*) The definition of inaccessible alephs is given in paper Tarski |11, 
p. 69 and 72. 
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in the large sense; if Y is less than the first**) aleph in- 
accessible in the strict sense, there exists no two-valued 
s-measure on S(2) vanishing for every one-point set. 

The analogous problem for 5-homomorpisms is: 

When does there exist a 5-homomorphism h of S (V) in 
a 5-field of sets X, vanishing for every one-point set (i. e. 
h((y)) =0 for any ye)? 

This question is equivalent to the question (*) formu- 
lated for two-valued s-measures. More generally: 

Theorem IX.*") Let Y be a 5-field (of subsets of a set 
Y=+0) containing all one-point sets (y) C Y. The two 
following conditions are equivalent: 

(i) there exists a two-valued o5-measure u on Y vanis- 
hing for every one-point set (y)C Y; 

(ii) there exists a o-homomorphism h of Y in a (or: 
every) o-field X (of subsets of a set X00) vanishing for 
every one-point set (y)C Y. 

In fact, if a two-valued o-measure u on Y vanishes for 
every one-point set, then the formulas 

RC) 0) it, 720) —0 
POOS i PA= 


define a o-homomorphism.h of Y in X vanishing for every 
one-point set. 

On the other hand, if there exists no two-valued o-mea- 
sure on Y vanishing for every one-point set, then for. any 
o-homomorphism h of Y in X there exists a mapping y of 
X in > such that?!) 

h(Y)=¢"(Y) for every YeY. 
Since X #0, there exists a point y,eg(X). Obviously 


h{y,)=¢ '(y,) 40, qend: 


8?) An analogous theorem holds for finitely additive measures and 
homomorphisms. 
38) See Sikorski [3], p. 12. 
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SUR LA RELATION ENTRE LA LARGEUR D'UN 
CONTOUR PLAN ET LA DEVIATION DE SES 
ARCS PARTIELS 


Par 
S. LOJASIEWICZ (Kraków) 


Introduction 


Une démonstration simple et naturelle du théorème bien 
connu sur l'existence d’un point singulier à l’intérieur de toute 
caractéristique fermée d’un système de deux équations dif- 
férentielles, ordinaires, pourrait être basée sur la remarque 
suivante: si laire d’un contour plan, possédant la tangente, 
tend vers zéro, alors il existe sur le contour deux points dont 
la distance tend vers zéro et tels que les tangentes en ces 
points forment un angle assez grand, p. ex. supérieur a 

Partant de cette remarque M. T. Wazewski a posé le 
problème suivant: étant donné un contour plan dont laire 
est petite, existe-t-il sur ce contour des arcs partiels, courts 
avec des „virages brusques“ ?!) 

Or, dans la note présente, je donne une réponse affirma- 
tive à ce problème en démontrant un théorème plus général, 
à savoir, que les „virages brusques existent sur les contours 
dont la largeur est petite. J’entends par la largeur d’un con- 
tour le diamètre du cercle, le plus grand possible, inscrit 
dans le contour. Je définis ensuite la notion de ,,virage brus- 
que“ sur un arc ne possédant pas de tangente, en introduisant 
la notion de déviation?) d’un arc. La note présente a pour l’ob- 


1) „Virage brusque“ veut dire que l’oscillation de la tangente le long 
de l’arc est grande. 

?) Une notion analogue, sous le nom de ,,deflessione totale“ a été 
introduite par M. S. Mukhopadhyaya, cf. B. Serge. Proprietà in grande 
delle linee piane convesse, Jornal de Matematica pura e aplicada. Vol. 1 
— Fasc. 1 — 1936. 
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jet l'examen du rapport entre la largeur d’un contour plan 
et la déviation de ses arcs partiels 


§ 1. 
Dans la suite nous ne parlerons que des courbes planes. 


1-ière définition de la déviation d‘un arc. Considérons, 
un arc simple L dont l'équation soit X = X (t), où a<t<b, 
a 


et X est le point variable sur le plan. Tout vecteur X (t4), X (tə) 
où a<t,<f<b, sera appelé corde dirigée de l'arc L. 
L'ensemble de toutes les cordes dirigées de l’arc L (supposées 
avoir le même point fixe comme origine) forme un angle que 
nous appelerons angle de déviation de l'arc L. Sa mesure sera 
dite déviation de l’arc L et nous la désignerons par Dev L. 
2-ième définition de la déviation (contingentielle d‘un arc). 
Nous entendrons par la déviation contingentielle de larc 
simple L la mesure de l'angle, le plus petit possible, conte- 
nant les contingents postérieurs (au sens de M. Bouligand) 
de tous les points de larc L à l'exception de son extrémité. 
Cet angle sera dit angle de déviation (contingentielle)?). 

Si larc L possède la tangente et si sa déviation contin- 
gentielle est inférieure à 2x, alors elle est égale à l’oscillation 
de l’argument de la tangente le long de larc. 

Les deux définitions sont équivalentes. Nous le démontre- 
rons dans le § 3 sous l'hypothèse que la déviation contin- 
gentielle soit inférieure à x (cf. lemme VI). Dans la suite je 
vais me servir de la première définition. 

Lorsque la déviation de larc L est inférieure à 2x, on 
peut considérer la bissectrice de l’angle de déviation défi- 
nie comme l'axe divisant l'angle de déviation en deux parties 
égales et dirigé vers son intérieur. 

Théorème I. Chaque contour rectifiable de Jordan dont 
la longueur est supérieure à d et dont tout arc partiel de 


3) Cette définition est due à M. T. Wazewski. 

4) Le cas «>> est banal. En effet, dans ce cas, pour tout € >0 
l’ellipse aux axes £ et d satisfait aux hypothèses du théorème I et ne contient 
aucun cercle de diamètre supérieur à £. 
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longueur d possède la déviation ne dépassant pas a, où 0<a<x*) 
contient à son intérieur un cerci< ouvert de diamètre: 


d cos 
W See 
1 + cosy 


Dans la démonstration de ce théoréme nous nous appuy- 
erons sur quelques lemmes. 


Soit donné un contour de Jordan J. Désignons par 


Int J et Int J 


respectivement l’intérieur du contour J et sa fermeture. Une 
couple de points A et B sur le contour J le divise en deux 


-~ a~ 


1 2 à 
arcs AB et AB dont l’un peut se réduire à un point, lorsque 


— 


1 2 
A= B. Si CeAB et DeAB, alors nous dirons que la couple 
A, B sépare (au sens large) la couple C, D. Dans ce cas 
aussi la couple C, D sépare la couple A, B. 

Un arc simple est appelé coupure’) de Int J, lorsqu'il est 
contenu dans Int J à l’exception de ses extrémités qui sont 
situées sur J. Une coupure p divise Int J en deux domaines 
disjoints G, et Gə de façon que Int J = G, + p? + G:5), 
tandis que ses extrémités divisent J en deux arcs L, ef Ly 
de façon que G; est l’intérieur de Lı + p et Gə est l’intérieur 
de Lə+ p’). Il en résulte immédiatement que si la couple 
d’extrémités de la coupure p sépare celle de la coupure q, alors 
p et q possèdent un point commun. 

: Nous avons le suivant 


Lemme I. Si p et q sont deux arcs simples contenus ` 
dans Int J, dont les extrémités sont situées sur J et si la 
couple d’extrémités de l’arc p sépare celle de larc q, alors p 
et q possèdent un point commun. 


5) Carathéodory, Math. Annalen 73, 323-370. 
€) Lorsque p est un arc, alors p° désigne cet arc sans extrémités. 
7) Kerékjártó: Topologie, page 67. 1927. 
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Démonstration. Désignons les extrémités de l’arc p par 
A et B et celles de l’arc q par C et D. 


Fig. 1. 


La couple A, B divise le contour J en deux arcs L et 
L, de façon que C eL, et DeL,. Désignons par C le der- 
nier point sur q (si l’on parcourt larc q à partir de C à D) 
qui fait partie de larc Li (cf. fig. 1). Supposons que C-- A 
et CB, notre lemme étant évident dans le cas contraire. 
Alors le point C n'appartient pas à Lə Désignons par D 
le premier point sur q (si l’on parcourt q à partir de Cà D) 
qui fait partie de Lə» On a alors C+D et larc q=CD 
est une coupure de Int J. Les points C et D divisent J 
en deux arcs L et Ly de façon que AeL, et Bel, (car 
CeL, et DeL). D'une façon analogue nous déterminons 
sur larc p les points AeL, et Be La, tels que l'arc p=AB 
est une coupure de Int J. La couple de points C, D sé- 
pare celle de points A, B, donc p- q0 et par conséquent 
p:q=0, ce qui termine la démonstration. 

Définition de la distance géodésique et des sommets 
d’un contour. Si J est un contour rectifiable de Jordan, 
alors deux points quelconques P, et P appartenant à Int J 
peuvent être reliés par un arc simple, rectifiable contenu 
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dans Int J. La borne inférieure des longueurs de tels arcs sera 
- dite distance géodésique des points P, et P, Nous la dé- 
signerons par 0(P:,P2). 
La distance géodésique e(P;,P2) est inférieure ou égale 
à la longueur de toute courbe rectifiable, contenue dans 
Int J et reliant les points P, et Pe. Elle remplit l'inégalité 
de triangle 


(2) e (P1,Ps) < o (P1,P2) + o (P2,P3) 
ainsi que la relation 
(3) e (P1, Pe) >| Pi— Pe |. 


Dans cette dernière relation l'égalité ne subsiste que si le 
segment P,P» est contenu dans Int J. La distance géodé- 
sique @(P;, P2) est une fonction continue d’une couple de 
points et atteint, par conséquent, son maximum sur le con- 
tour J pour une couple de points À, B. Une telle couple 
de points sera dite couple de sommets du contour J. 
Lemme II. Si A, B, C, D sont quatre points sur le 
contour rectifiable de Jordan J, et si la couple A, B sé- 
pare la couple C, D, alors on a l'inégalité 
(4) e (A,C)+e (B,D) < o (A, B)+e(C,D). 
Démonstration. Soit € un nombre positif quelconque et 
relions les points A et B par un arc simple rectifiable p 
contenu dans Int J et les points C et D par un arc ana- 
logue q de façon qu’on ait les inégalités: | 
(5) Ipl<e(A,B)+e et |q|\<e(C,D) +e®). 


À 


Fig. 2. 


8) Nous désignons par |p | la longueur de l'arc p. 
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En vertu du lemme I les arcs p et q possèdent un point 
commun Eelnt J (cf. fig. 2); le point E divise l'arc p en 
deux arcs AE et EB et Farc q en deux arcs CE te ED 
(certains de ces arcs peuvent se réduire 4 un point). En 
considérant le courbe AEC = AE + EC et BED=BE+ED 
nous avons: 

(6) |pl+lal=|AEI+|EB|+|CE|+|ED|—|AEC|+| BED|, 


mais puisque e(4, C)<|AEC|et e(B, D)<|BED|, il en ré- 
sulte, d’après (5) que: 


@ AO re D)eetAB) (CD) +125, 


d'où en faisant tendre € vers zéro, nous obtenons l’iné- 
galité (4). 

Lemme IIL Si M est un sommet du contour rectifiable 
de Jordan J et L est un arc partiel de J aux extrémités A 
et B, ne contenant pas le sommet M, et si le point P appar- 
tient à L, alors: 


(8) e (P,M) > 3 min [e (M,A), e (M, B) . 


Démonstration. Soit N le point qui forme avec M une 
couple de sommets du contour J. Désignons par Lı celui 
des arcs partiels du contour J aux extrémités M et N qui 
contient le point P. 


Fig. 3. 


1 2 
Les points M et P divisent J en deux arcs MP et MP 


1 
dont un — MP est une partie de Parc Lı, tandis que 
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TER 
l’autre — MP contient le point N (cf. fig 3). Puisque Parc 
L contient le point P et ne contient pas le point M, une 


1 
de ses extrémités, A ou bien B, fait partie de larc MP. Si 


1 
AeMP, alors la couple M,P divise la couple A,N, car 


NeMP. Nous avons donc. d’après le lemme II, linégalité: 


(9) o(M, P)+e(A, N)> e(M, A)+e(P,N), 
d’où il résulte: 
(10) e (M, P)+e (M, N)>e(M, A)+e(P, N) 


puisque e(M,N)>e(A,N). En ajoutant à l'inégalité (10) 
celle de triangle: 

(11) e(M, P)>e(M, N)— e(P, N) 

nous obtenons 2e(M,P)>e(M, A), ou ce qui revient au 
méme: 


(12) e (M, P)> se (M, A). 


I 
Dans le cas, ot Be MP, nous obtenons d’une façon ana- 
logue l'inégalité: 
(13) o(M, P)> 5 e (M, B). 


Nous avons donc (12) ou bien (13), d'où il résulte (8). 

Lemme IV. Soit L un arc simple rectifiable de longueur 
d, dont la déviation a satisfait à l'inégalité 0<a<a. Soient 
A et B les extrémités de l’arc L et désignons par M son 
centre®). Choisissons un système orthogonal des coordonnées 
de façon que le point M en soit l’origine et la bissectrice de 
Tangle de déviation de larc L soit laxe x. Dans ces hypo- 
thèses: 

1° l'équation de larc L prend la forme: 

y =f(x), où a<x<b; 


2 KOINEI lorsque a< x< b; 


°) Par le centre d'un are rectifiable nous entendrons le point de cet 
arc qui le divise en deux arcs de la même longueur. 
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30 IM—A|>$cos4 Ee |M—B|>4 cos $ (cf. fig. 4). 


y 


Fig. 4. 


Démonstration. Comme l’axe x est la bissectrice de l'angle 
de déviation de larc L, toute corde dirigée de larc L forme 
avec laxe x un angle 6 tel que: 


a T 
(14) l6I<5<5 


Il en résulte qu'il ‘n'existe aucune corde dirigée de larc L 
orthogonale à l’axe x, et par conséquent l'équation de larc 
L peut être mise sous la forme 1°. Nous pouvons supposer 
que A = (a,f(a)) et B = (b,f(b)). La propriété 1° est donc 
démontrée. 


— 
Considérons maintenant le vecteur MX, où X =(x,f(x)), 
a<x<b. D’après l'inégalité (14), nous avons: 
f (x) 
x 


(15) < 


te|< 


a 
tg 2 | 
d’où il résulte la propriété 2°. 


L’arc MB est une partie de l’arc L, de longueur s, Soit 


€ un nombre positif quelconque. Désignons par 0 = xo < xı 
<....<x,=b les abcisses des sommets d’une ligne polygo- 


nale inscrite dans l’arc MB, telle que la différence entre sa 


dE ES 3 
largeur et 5 soit inférieure 4«. Nous avons donc: 
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(16) S— e< M (Cpe Ee AER) ET) à 


ill 


ou ce qui revient au même: 


f (xi) |? 


Ta 


(17) goe< 2 Gi x) ae =e 


et 
En considérant les cordes dirigées X;_,X;, où X;=(x, £(x,)), 
i=1,...,n, nous avons d’après (14): 


f(x) — CS) | | a 
ee || — IE 
(18) |= — x, tg ô 89; 
et par conséquent: 
d ] E b 
(19) oe = aD) it Mi) = a` 
cos = i/1 cos 2 


En Ans tendre £ vers zéro nous en obtenons, à la limite, 
b > > 7008 5, d’où il résulte la seconde inégalité 3°, puisque 


B= (b,f(b)) et M=(0,0). On démontre d’une façon analogue 
la premiére inégalité 3°, ce qui termine la démonstration du 
lemme IV. 

A présent nous allons démontrer un théoréme dont le 
théorème I sera une conséquence immédiate. 


Nous entendrons par le secteur de rayon r, d’angle a et 
de sommet M l’ensemble qui est le produit du cercle ouvert 
de centre M et de rayon r, et de l'angle ouvert (sans côtés) 
de sommet M et de mesure a. 

Théorème Ia. Si J est un contour rectifiable de Jordan 
et M est un de ses sommets, et si L est arc partiel de centre 
M et de longueur d dont la déviation a remplit l'inégalité 
0<a< x, alors le contour J contient à son intérieur un secteur 
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de sommet M, de langle s— a et de rayon T cos$ (cf. fig. 5). 


2° 


ULTLLLL LLL 


a 


Fig. 5. 


Démonstration. Choisissons un système orthogonal de coor- 
données de façon que larc L satisfasse aux hypothèses du 
lemme IV. Désignons par À et B les extrémités de l’arc L. 
L'autre arc partiel du contour J aux extrémités À et B soit 
désigné par Lı. En vertu des inégalités: o (M, A)>|M—A4 | 
et e(M,B)>|M—B|, et d’aprés le lemme IV, 3°, il résulte 
du lemme III que: 


(20) e(P, M)> s cos z% pour tout Pel. 
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Le point M n’appartenant pas à Ly, il existe un nombre k > 0, 
k<min(|al,|b|), tel que le rectangle: 


lx|<k 
Ty yi<k ts5 


de centre M soit disjoint avec l’arc Lı. L’arc Lə à l'équation : 
VSEL où |x|<k 

est situé, d’aprés le lemme IV, 2°, dans le rectangle M à 

l'exception de ses extrémités et le divise en deux domaines 

disjoints (cf. fig. 6.): 


|x|< k 
—ktg5 <y < f(x) 


|x|< k 
SARGI va kga G 


de façon que M = G: + L? + Gə. Puisque le point M est un 
point frontière de IntJ, le rectangle H contient un point 
QeInt J. Nous pouvons supposer, sans restreindre la géné- 
ralité, que Q fait partie de G,. Le domaine G; étant disjoint 
avec le contour J, est contenu à l’intérieur ou bien à lex- 
térieur de J. 

Mais puisque QeG; et Qelnt J, on a: 

(21) a GARCUMEAI: 

Désignons par S (e) l’ensemble de points (x, y) satisfaisant 
aux conditions: 


(22) Ki VA H G: y>|x|te5. 


C'est un secteur de rayon e, d’angle x — a et de sommet M. 
Nous avons (cf. fig. 6): 


(23) S(k tg 5)C Ga. 
En effet, lorsque (x,y) satisfait aux conditions (22) avec 


o=ktg 5 , alors y < k tg F et par conséquent | x |< k. D’aprés 


le lemme IV,2°, nous avons donc l'inégalité f (x) <| x| tg a <y. 


Il s’ensuit que (x,y) e G;. Des relations (23) et (21) il ré- 
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sulte que S(k tg z) C Int J. Désignons par r la borne su- 
périeure des nombres e, tels que S(e) C Int J. On a alors: 
(24) SG) C Int J 
= e3 1 . 1 > 
(comme Slr) = X S =) Puisque S (r+ n'est pas 
n/1 
contenu dans Int J, il existe un point P, = (x,, y,) tel que 


P eJ et P,eS (r + al En vertu de la seconde inégalité (22) 


et du lemme IV, 2°, le secteur S ( + | n'a pas de points 


communs avec l'arc L, donc (cf. fig. 7): 
(25) Pie Er: 


Fig. 7. 


Mais puisque, d’après (24), P, ne fait pas partie de S (r), nous 
avons: 


(26) P< Pear 


n . 

D’après (25), la suite P, possède un point d’accumulation 
Po = (xo, Yo) appartenant à Lı. En vertu de (20) nous avon 
l'inégalité : 

(27) e (Po, M) > g cos D 


En faisant tendre n vers œ on obtient de l'inégalité (26), à la 
imite, la relation: 
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De même puisque, d’aprés (22), y, >| x, | tg 5 on obtient 
à la limite, linégalité: 

(29) yo>|xol te - 

Des relations (28) et (29) il résulte, d’aprés (22), que le point 
Ps appartient à S(r) et puisque S(r) est un ensemble con- 
vexe et le point M en fait partie, le segment Py M est con- 


tenu dans S(r). D’après (24), S(r) CIntJ, donc Py M C Int J 
et par conséquent o (Po. M)—=|Po—M|. Il s'ensuit, d’après 


(27) et (28), que >< cos a En vertu de (24), il en résulte 


a 
2 
termine la démonstration. 

Un secteur de langle B<x et de rayon r contient un 


sine 
cercle ouvert de diamètre 2r ia i donc le secteur 


1 + sin > 


que le secteur S S cos ) est contenu dans Int J, ce qui 


S F cos | contient un cercle ouvert de diamètre 2° 


los. 


2 a 
cos? 
La fonction ————— étant décroissante, il en résulte immé- 


1+ cos > 


diatement le théoréme I. 

‘Remarque 1. Il s’ensuit du théorème Ia que le théorème I 
est vrai sous l'hypothèse que la déviation de larc partiel 
de longueur d dont le centre est un des sommets du contour 
J ne dépasse pas a. 

Définition de la largeur d‘un contour de Jordan. Par 
la largeur D(J) d’un contour de Jordan nous entendrons la 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 3 
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borne supérieure des diamétres des cercles contenus dans 


Int J. 
Soit J un contour rectifiable de Jordan, de largeur D 


d Costs | 
Si0<a<xzx et : mr alorsen vertu du théorème I 
1 + cos 3 


(par contre-position) il existe un arc partiel de J, dont la 
longueur nedépasse pas d et dont la déviation est supérieure à a. 


4 D : 
Nous avons donc, en prenant d = en le suivant: 


2 
COS 
2 


Théorème II. Si la largeur d’un contour rectifiable de 
Jordan est D, alors à tout a, tel que 0<a<a, on peut faire 
correspondre un arc partiel du contour, dont la longueur 


ne dépasse pas et dont la déviation est supérieure à a. 


2 
COS 
2 


Supposons que D,>0 et D,>0. Il existe deux suites 


D he 
e, et a, telles que 8,0, £> 0, eat (p. ex. ¢, = VD,), 


n 


ax, a,<x et (cos )?=s, On a alors > 0. 
2 cos? — 
Nous avons donc le suivant: 2 
Théorème III. Si J, est une suite de contours rectifi- 
ables de Jordan et si D(J,) 0, alors sur chaque contour 


J, il existe un arc partiel L,, tel que: 
[L,|+0 et Dev L,-x. 


§ 2. 


Dans les hypothéses du théoréme I le contour J con- 


a 
cos* 5 
tient 4 son intérieur un cercle de diamétre De Ree Il 


1+cos5 À 


nous semble, par intuition, que tout contour safisfaisant 
à ces hypothèses, contient à son intérieur un cercle de dia- 
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mètre beaucoup plus grand. Il se pose donc la question 
de savoir comment formuler le probléme pour que la so- 
lution donne le diamétre, le plus grand possible, d’un cercle 
contenu à l’intérieur du contour. 

Définition de la fonction g(a). Désignons par Ra , la 
famille de tous les contours rectifiables de Jordan, satis- 
faisant aux hypothéses du théoréme I, c. 4. d. la famille 
de contours de longueur supérieure 4 d, dont chaque arc 
partiel de longueur d posséde la déviation ne dépassant 
pas a. Posons: 

f(d,a)= borne inf D (J), pour d>0 et 0<a< x. 
JeRa, a 
En faisant subir chaque contour de la famille R,;„ la trans- 
formation par homotétie de coëfficient d, nous en obte- 
nons la famille Ra, Comme la largeur d'un contour sou- 
mis à cette transformation se multiplie par d, nous avons 
f(d, a) =df(1,a), En posant f(l1,a)= g(a), on peut écrire: 
(30) dg(a)= borne inf D (J), pour d>0 et 0<a<x. 
Je Ra,a 
Il en résulte le suivant: 


__ Théorème IV. Dans les hypothèses du théorème I, 
Int J contient un cercle de diamètre dg (a). 

Si nous connaissions la fonction g (a), alors le théorème IV 
nous donnerait le diamètre, le plus grand possible, d’un 
cercle contenu dans Int J pour tout contour J satisfaisant 
aux hypothèses du théorème I. Notre problème se réduit 
‘donc à celui de trouver la fonction g (a). 

Le théorème I nous en donne une limitation d’en bas, 
à savoir: 

22 
d BEES 
2 ——, <8), lorsque 0<a< x, 


I+cos5 


(31) 


d’où il résulte que: 
(32) g(a)>0, lorsque 0<a< x. 

Nous allons tâcher de limiter la fonction g(a) d’en haut. 
A cet effet il suffit de construire un contour de la famille 


3% 
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Ra a» faisant e.~ sorte que sa largeur soit la plus petite 
possible. Jel Ee 

Prenons d>0, 0<a<x, et soit n un nombre naturel, 
tel que: 
(33) - (n—l)a<zx<na. 

: x 

Si 0<a< > 
ligne polygonale composée de n + 1 segments dirigés de lon- 
gueur d et tels que deux segments consécutifs forment langle a. 


alors n>3. Dans ce cas désignons par P la 


Si a a<x, alors n=2. Dans ce cas désignons par P la 


ligne polygonale composée de trois segments dirigés, tels que 
deux segments consécutifs forment l’angle a et que celui du 


milieu possède la longueur d et la longueur d de deux 
extrêmes satisfasse à l'inégalité: 

@l = d 

(34) 2 <4 <2) cosal 

Dans tous les deux cas la ligne polygonale P n’a pas de 

points doubles (ce qui résulte des inégalités (33) et (34)) et 

elle est située toute entière d’un même côté de la droite p 


passant par ses extrémités (cf. fig. 8.). 


Oe <E: Eada: 
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Désignons par K le cercle tangent à tous les côtés de la 
ligne P. Le diamétre de K est égal a: 


(35) D=d ces. 


Soit P l’image symétrique de la ligne P par rapport à la droite p. 
Le polygone fermé Q =P —P est un contour de Jordan et 
toute couple de ses côtés (dirigés) consécutifs forme un angle 
ne dépassant pas a (ce qui résulte de l'inégalité (33)). Il s’en- 
suit aisément que: 

(36) . Qe Ria 


Le cercle K est (en vertu de (33) ) le plus grand possible 
contenu dans IntQ, donc d’aprés (35), D(Q)=dctg5. Il en 


résulte, en vertu de (36) et (30), l’inégalité: d g(a)<dctg = 
Nous avons donc la limitation suivante: 


(37) g(a)< ctgs , lorsque 0O<a<x. 1) 


Il résulte du théorème IV (par contre-position) que 
lorsque le contour J est de largeur D < d g(a), alors J n’appar- 
tient pas à Ra,» C- à. d. il existe un arc partiel de J dont la 


longueur ne dépasse pas d et dont la déviation est supérieure 
D i i 
à a. En prenant de e, ou e>0, nous en déduisons 


le suivant: 
Théorème V. Si le contour rectifiable de Jordan J possède 
la largeur D, alors à tout ae(0, x) et «>0, il correspond un 


10) J] semble probable que g (a)=ctg a Si l’on pouvait le démontrer, 


alors tout contour de Jordan ayant en chaque point la courbure < 1, et 
par conséquent appartenant à la famille R,,,, contiendrait un cercle de 


| diamètre a ctg Zi . Comme lim a ctg 5 = 2, il enrésulterait que tout contour 


de ce genre contient un cercle de diamétre 2. Ce résultat a été obtenu par 
une autre voie par M.F. Bäbler, Ueber geschlossene ebene Kurven von 
beschränkter Krümmung, Comm. Math. Helvet. 8, 5—47 (1935). 


38 S. LOJASIEWICZ 


arc partiel de J dont la longueur ne dépasse pas 0 et 


dont la déviation est supérieure à a. 
Nous allons démontrer maintenant que: 
(38) : ning =e 


A cet effet nous démontrerons l'inégalité: 
(39) g(a)>ng(na), lorsque 0 <na< x, 


en nous appuyant sur le lemme suivant. 

Lemme V. Soit L un arc simple aux extrémités À et D. 
Supposons que les points C et B appartiennent à L° et que 
C soit situé entre À et B de façon | que la partie commune 


des arcs partiels Lı = AB et L= CD forme un arc = CB 
ne se réduisant pas à un point (C + B). Ceci étant supposé, 
lorsque Dev Li<a et Dev L:<B, où a+ B< x, alors: 


(40) Dev L<a+ £. 


Démonstration. Désignons par (u,v) langle entre deux 
vecteurs (resp. entre deux axes, ou entre un vecteur et un 
axe) u et v. Soient l, et lə les bissectrices des angles de 
déviation des arcs Lı et L et soit w une eae di- 


rigée de larc Ls. On a |(w,l)|< 5 etl (w, le) |< d’o 
= 


A 


A 


(= 


Il existe donc un axe l, tel que i L)|< 


(L, b)|< 


DIT 


et |(1, ue Nous avons alors: 


(41) lw, DE, 

lorsque v est une corde dirigée quelconque de l’arc Li, ou 
bien de larc Lə. Choisissons l comme l'axe x d’un système 
orthogonal de coordonnées et soient x= ọ (t), y—=#y(#), où 
t,<t<t,, les équations paramétriques de l'arc L. Suppo- 
sons que les points A, C, B, D correspondent aux. para- 


mètres t,<fo<ts<tp. Siu=(e@)—¢9?@,¥(—v@) 
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est une corde dirigée de larc Li, ou bien de lare Le (c. à. 
d. ¢,<t<t<t,, ou bien tg<¢<t<tp), alors d’après (41), 
on a: 


(42) p(t) —9()=|u| cos(u,D >0 

et 

(43) y@)—v@|_ 1 =e 
eco =|tg(u,D|<tg* 


Nous prouverons que l'inégalité (41) subsiste pour: toute 
corde dirigée de l'arc L: Il suffit de le démontrer dans le 
cas, où v = (p(t) — p (t), v (t) — y(#)), n'est pas une 
corde dirigée de Farc Li, ni de l'arc Le, c: à. d. lorsque 
ta <t <tc <tr <t, <tp.Choisissons ts de façon qué to < t, <ty. 
Alors u, = (9 (fs) — p (41), y (ts)— y (t1)) sera une corde di- 
rigée de l'arc Lı et uz = (o (t2) — (ts), y (#2) — y (ts)) en sera 
une de larè Le.. Nous aurons donc, d’après (42): 


g (t2)— pH) _ 


(44) cos (v, D = EA 
_le()—¢@ 2 le (ts) — p )] 50 
v 
et d’aprés (43): 
(45) itv. D= E< 
plt2)—y(ts) w(ts)—w(ts) 
i [p(ts)—(ts)]-|* =e) He) —p()] ere oh) w atp 


y (t.)— p h) 


d'où il résulte que |(v,)|<"S*. L'inégalité (41) subsiste 
donc pour toute corde dirigée de larc L, doù on déduit 
immédiatement (40). . 

Nous démontrerons à présent que: 
(46) RiaCRnd a na» lorsque 0O<na<x et e>0. 

Soit J un contour appartenant à R,,. Nous prouverons 
d’abord que la longueur de J est mupericure and—e. En 
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effet supposons, par impossible, que la longueur de J ne 
surpasse pas nd—e na étant inférieure à x, il existe un 


arc partiel L= AB, tel que: 


(47) d<|L|<nd—e 
et 
(48) Dev L> na. 


En vertu de l’inégalité (47), on voit aisément que larc L 
peut être représenté comme une somme de n arcs partiels 
AB, Epes. AGB de longueur d et tels que la partie com- 
mune de deux arcs consécutifs forme un arc ne se réduisant 
pas à un point. Comme JeR,,, la déviation de chacun de 
ces arcs partiels ne dépasse pas a. D’après le lemme V 
appliqué n—1 fois, il en résulte que Dev L< na, ce qui 
contredit à (48). Nous venons de démontrer en même 
temps que la déviation de tout arc partiel de J, dont la 
longueur satisfait à l'inégalité (47), ne dépasse pas na. Il 
s’ensuit que eR n a on a donc Ry, C Rra— e, no 

De la relation (46) il résulte, en vertu de (30), que 
d g(a) >(nd—«) g(na), d’où en faisant tendre € vers Zéro, 
on obtient, à la limite, l’inégalité (39). 

Remarquons maintenant que la fonction g(a) est non- 
croissante. En effet pour a< aœ, on a Raa C Raa, d'où 
d’après (30), il résulte que g(a:) > g (ae). 


Faisons correspondre 4 tout ae(0,5 un k, naturel, tel 
que g e On a alors k,> œ, lorsque a>0. Il s’en- 
suit, d’après (32), que k.a(5)>=. Mais la fonction g(a) 
étant non-croissante, nous avons en vertu de l’inégalité (39): 

ka (5) <k,8)< 8(o) 


et par conséquent Him g(a) =. 
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De la relation (38) on déduit le suivant: 
Théorème VI. Soit J, une suite de contours rectifiables 


de Jordan. Si la déviation de chaque arc partiel de J,, ayant 
la longueur d, ne dépasse pas a, et si a,>0, alors D(J ) >œ. 


§ 3. 


Lemme VI. Si la déviation contingentielle de larc sim- 
ple L est inférieure à x, alors elle est égale à DevL. 

Nous nous appuyerons sur le lemme suivant, dont nous 
nous dispensons de la démonstration, 


Lemme VII. Si chacun des vecteurs wi,...,w, forme 
, 2 R T 
avec laxe l un angle ne dépassant pas a, où CS alors 


il en est de même de l'angle entre le vecteur w =w +.. + wW, 
et laxe l. 

Nous passons maintenant à la démonstration du lem- 
me VI. 

Désignons par a la déviation contingentielle de Parc L. 
Comme l'inégalité a< Dev L est évidente il suffit de dé- 
montrer que DevL<a. Soit: 

KEKO a oul a =F =D 
Yéquation de l’arc L. Désignons par I la bissectrice de 
l’angle de déviation contingentielle et soit: 
(49) ax<t,<t.<b. 


e étant un nombre positif quelconque, on peut faire corres- , 
pondre à tout fe[t:,f] un 6,>0, tel que 


(x@,X¢) , DI<< 


lorsque {<F<t+6,. Il en résulte, en vertu du théorème 


de Borel — Lebesgue sur le recouvrement, qu’il existe une 
suite de points f1=t)9<...<t,—=fe, telle que 


= 
(50) 4 | (X Ci X (x) , D | — 
Il s’ensuit, d’après le lemme VII, que: 


(XG), X() , DI< 
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d’où en faisant tendre £ vers zéro, nous obtenons: 
| —— 5 


pour toute couple f, et ty satisfaisant à linégalité (49). 

En. faisant tendre fə vers b, on voit que linégalité (51) 
a lieu aussi lorsque #z=b. Nous venons de démontrer 
que toute corde dirigée de larc L forme avec laxe l un 


ahgle me dépassant pas 3° d’où il résulte que DevL <a, 


Comme il est, en général, plus facile de déterminer la 
déviation contingentielle, le lemme VI rend les théorèmes 
des paragraphes précédents plus maniables dans les appli 
cations. 


Remarque 2. La notion de déviation peut être précisée 
‘de la façon suivante. 
Soit donné un arc simple L et écrivons son équation 
sous la forme: 
z=z(t), où a<t<b 
et z désigne la variable complexe. On peut démontrer le 
théorème suivant : 
Il existe une fonction F(f,u) définie et continue pour 
a<t<u<b'et telle que 
F (t, u) = arg [z (u) — z (8). 
La différence entre deux fonctions satisfaisant à ces condi- 


tions est toujours constante. 
En vertu de ce théorème, nous définissons: 


Dev* LŽ osc a (t, u). 
<LtLu< 


SUR LES INTEGRALES OSCILLANTES D’UNE 
EQUATION DIFFERENTIELLE AUX DERIVEES 
PARTIELLES DU SECOND ORDRE 


par 
ZYGMUNT BUTLEWSKI (Poznan) 


Introduction. Dans cet article nous étudions une solution 
particulière de |’équation différentielle aux dérivées partielles 
du Fe ordre: 


Daw CF + BOS *+C(x)z= =A 54+ By) +Ci(y)z, 


où les ee ee ae C(x) sont des fonctions con- 
tinues et dérivables de la variable réelle x pour 0< x< x< + ©; 
les coefficients A;(y), B:(y),C:(y) sont des fonctions con- 
tinues et dérivables de la variable réelle y pour 0<yo<y< +, 

Nous appelons la solution réelle z—z(x,y) de l'équation (I) 
solution oscillante, si l’on a: 

AR On eax) LUE 2%.) 
où 
Xo XL Ka... , VOS YA <Yo<.... 

En appliquant à l’équation (I) la méthode des solutions par- 
tielles de Bernoulli‘) nous ramenons la considération des 
solutions de l'équation (I) à la considération des solutions 
des deux it différentielles linéaires du second ordre: 


a). A@ 3 3+ B(x) LE + IC (x) +4Ju=0 
(ID) 
DETA EE Bi) $2 + (Cx) + v=o, 


où å est un paramètre (—c << + œ). 


1) Cf. p. ex. E. Goursat. Cours d'Analyse Mathématique. T. 3 (1915) 
pp. 131—132, 2-ème édition, Paris. 
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Dans la suite nous réduisons les équations (II) au type 
de l'équation de Sturm-Liouville?): 


(II) 2Lo%| + [a (£) + ar (lw =0. 


Nous dirons qu’une intégrale w(é,1) de l'équation (III) est 
oscillante, si elle possède une infinité de zéros pour 
D< to <É< +o et 1= Const. 


D'après le théorème de comparaison de St ur m?) toute so- 
lution w (f,1) non identiquement nulle de l’équation (III) a au 
moins k zéros dans l'intervalle fini fo, T> , si: 


p()>0, q@+ar()>0 pour toxt<T 


ee [q@) +4r(#)] R kene 


et CEE 
naar [PE] (T — to} 


Selon Kneser‘) si dans l'équation (III) les coefficients 
p(t) et q(t) +4r (t) sont finis, continus et positifs pour les 
grandes valeurs f et si les inégalités: 0<a< 1, 0<f<1, 


5 a \ . 1 
lim {€ [a (£) +4r (01 >0, lim, O >0 


sont satisfaites, toute intégrale ainsi que ses deux premières 
dérivées sont finies, continues et oscillantes pour les grandes 
valeurs de ft. 


2) M. Bôcher, Leçons sur les méthodes de Sturm, p. 57; aussi: R. Courant 
u. D. Hilbert. Methoden der Mathematischen Physik, I (1931), pp. 250—251, 
2-te Auflage. 

3) M. Bécher, cité sous 2) p. 57, aussi p. ex. M. Petrovitch, Intégration 
qualitative des équations différentielles, Memorial des sci. math. fasc. 48 
(1931), p. 31. 

+) A. Kneser. Untersuchungen über die reellen Nullstellen der Integrale 
linearer Differentialgleichungen, Mathematische Annalen, t. 42 (1893). 
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M. Biernacki a démontré’) que si p(#)>0, g ( + 
+ 1r() > 0 pour t> to, lim [q (£) + 2r (] = + © et la 


quantité 


{ogla (E) +4r (AN 
OOTO E 


est bornée lorsque £> + œ, toute intégrale de l’équation (III) 
est oscillante et la distance des zéros successifs d’une inté- 
grale tend vers zéro lorsque t> + œ. 

M. Biernacki a donné aussi la condition suffissante: 


lim [f (b? — 2b + 4a)] > 1 
t—+ co 


(en général plus commode que les précédentes) pour que 
toute intégrale x(f) de l’equation différentielle 


x (#)+b(Ë x OH+aOxO=0 
soit oscillante pour les grandes valeurs de la variable t. 


En appliquant cette condition aux équations II, a) et II, £), 
on obient des conditions suffissantes pour que les intégrales 
u(x, À) et v (y, A) des équations II, a) et II, £) soient oscillan- 
tes pour les grandes valeurs respectivement x et y. Ces 
conditons sont respectivement pour les équations II,a) et 
IT, 8) les suivantes: 


tim {| (8) - =: mea 


(TU 8) +4484} = 


y +00 


et 


Si donc ces deux conditions sont simultanément remplies, 
l'intégrale z (x, y, 1) = u (x, 1)-v (y, À) ‘de l'équation (I) est 
oscillante pour les grandes valeurs des variables x et y. 


5) Voir: Z. Butlewski, Sur les intégrales d’une équation diff. du second 
ordre, Mathematica, Vol. 12 (1936) p. 37—38. Cluj. 
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Fitef) a démontré que si p(f)>0, q()+Ar(t)>0 pour 
0<fy<t<+©-@— et 
+00 


dt 
Ft 0 fu la (+2 rE) dt = + ©, 


alors ae intégrale w(t, de l'équation (III) est oscillante 
dans l'intervalle (fo, + ©). 

En supposant que les intégrales de l'équation (III) soient 
oscillantes pour 0 < {0 <£< + œ nous obtenons’) (§ 1) entre 
autres les résultats suivants: si p(t) [Iq@+Ar@]>0 et 
1° si [p(q+Ar)]’ <0 pour 0 < to< £< + %, les valeurs absolues 
des extrêmes de l'intégrale w(#,1) de l’équation (III) sont 
croissantes lorsque £ est croissante et À = Const., 2° si 
[b(q+1rl >0 pour 0<f)<t#<+ 0, les valeurs absolues des 
extrêmes de l'intégrale w(t, 4), Q= Const) sont décroissantes 
lorsque ¢ est croissante, alors l'intégrale w(t, 1) est bornée 
lorsque t> + œ, 3° si [p (q +à r) =0, alors les valeurs abso- 
lues des extrêmes de intégrale w (#,2) sont égales à une 
constante positive. 

Dans la suite (§ 2) nous appliquons les résultats du § 1 
à l'équation Ila) et II) et obtenons les résultats analogues 
(théoremés II et III). 

En utilisant des résultats du §2 nous indiquons quel- 
ques propriétés de l'intégrale oscillante z—=z(x,y,4) de 
l'équation (I). Entre autres nous obtenons (§ 3) les résultats 
suivants: 


si A'‘(C+4>0 pour 0<x<x<+o, 
A (C,+4)>0 pour 0<yo<y <+ 

et de plus 

10 (A’—2B) (C+4)—AC’>0 pour 0<xp<x<+o, 
(A'—2B,)(C,+4)—A,C’>0 pour 0<yo<y<+o, 


5) W. B. Fite. Trans. Americ. Math. Soc. 19 (1918) 344—350. 

7) Ces résultats dans la forme moins complète j'ai démontré dans mon 
article cité sous 5). Voir aussi: E. Kamke, Differentialgleichungen, Lösungs- 
methoden u. Lösungen, T. 1 (1942) p. 130 (f). 
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alors les amplitudes de l’intégrale z(x, y, 2) de l'équation (I) 
sont croissantes lorsque les variables x et y sont non dé- 
croissantes et la somme x+y est croissante (4=Const.), 
20°) si (A—2B) (C+4)— AC’<0 pour 0<xy<x<+o, 
(4:—-2B,)(C,+1)—A,C'<0 pour 0<yp<y<+o~, 
alors les amplitudes de l'intégrale z (x, y, 4) sont décrois- 
santes lorsque les variables x et y sont non décroissantes 
et la somme x+y est croissante; donc l'intégrale z (x, y, 4) 
est bornée lorsque les variables x et y sont non decrois- 
santes et x+y+o, 
39) si (A’—2B) (C+1)—AC'=0 pour 0<x<x<+o, 
(4—-2B)(C,+1)-A,C'=0 pour 0<yo<y<+0, 

les amplitudes de l'intégrale z (x, y, À) sont égales à une 
constante positive. 

Nous obtenons aussi quelques propriétés des dérivées 

: OZ OZ 
partielles + et Əy- 

Dans le § 4 nous nous occupons de l'équation différentielle 

ez a o?z 
(IV) ae Ox? 
c’est-à-dire de l’équation d’une corde vibrante. 
Nous supposons p. ex. que 
P(t) 
2= 
ex) ” 

où P(t) désigne la tension, qui est une fonction de temps ¢ 
et o(x) désigne la densité linéaire qui est une fonction de 
l’abscisse x. 

L’équation (IV) est un cas particulier de l’équation (I). 
Alors nous obtenons pour l’équation (IV) les résultats ana- 
logues à ceux du §3 pour léquation (I). 


§ 1. Considérons l'équation différentielle aux dérivées 
eu. au second ordre: 


(1) AG) $44 BW) E +0) z = AEG +B) DE + Ca, 
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ot: les coefficients A(x), B(x) et C(x) sont des fonctions 
continues de la variable réelle x pour 0< x< x< +œ; les 
coefficients A;(y), Bı (y) et Ci(y) sont des fonctions con- 
tinues de la variable réelle y pour 0<yo<y <+o. 

Dans cet article je vais étudier une solution particulière 


(2) z (x, y) =u (x) : v (y) 
de l'équation (1) pour les grandes valeurs des variables 
XNETEV: 
L’équation (1) prend alors la forme: 

| [aoe s+ B(x a 5 te (ul y= 
(3) 
= [4 CPE +B: WE + Ci v| u. 


L’équation (3) est, en particulier, remplie, si on a simulta- 
nément: 


a) A(x) du + B(x) + (C(x) +4 u=0 


A A HE TB m+ CO 0, 


où À est une constante (— œ< 1< + œ). 


(4) 


Nous supposons ensuite que A (x) 0 pour 0 < xo < x <+ 
+œ et Ai(y) 40 pour 0<yo<y < +œ. 
Multiplions les équations (4, a) et (4,8) respectivement par 


B(x) j 1 [20 à) 
Ay exp Í Asn ee LE: J dy; 


Donc nous EEN les équations ETERN 
p B(x) C(x)+1 B(x) 
4 (de exp J AG dx ax )+ A(x) (exo) BE j dx u=0, 


nale DETTE DE 


& 


8) exp f (x) = ef CG 
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Les équations (5) sont des cas particuliers de l’équation 
d dw ne 
© LPO %]+[a@+r@]w—0, p@>o, 


c'est-à-dire l’équation de Sturm-Liouville. 


Nous supposons dans la suite que les intégrales des équa- 
tions (1), (4) et (6) sont oscillantes (cf. Introduction). 


Désignons par fi, ts,...,¢,.... les zéros consécutifs de la 
solution w (¢,4), qui sont plus grands que fo (fo< 4< t<...) 
et par 7, (f,<7,<t,,,) les zéros correspondants de la dé- 
rivée w (t, 1). 

En multipliant l’équation différentielle (6) par 2 p (é)w’ (t,4) 
et en intégrant légalité obtenue par parties entre les limites 
a et b on obtient l’équation: 


(7) p?(b) w? (b, 2) —p?(a) w? (a, 4) + p (b) [q(b) +47 (b)] w*(b, 1) — 
b 
— p(a)[q(a)+4r(a)] w? (a, 2) =] [(pq)’ + A(pr)'] w? (t, 2) dt. 
Si a—t,, b=t,,,, alors w (fn, 4) =w (fap 4) —0 et on peut 
écrire légalité (7) sous la forme suivante: 


(8) p? (tns) wE Gs; a) es DA (£,) w”? (CR 4) = 
n+1 


= J [pa + 2 (pr)’] w? (t, 2) dt. 


Si (pq) + 2 (pr) > 0 dans (,, £,,1), le second membre,de 
l'égalité (8) est manifestement positif. Il en résulte que 


(9) LP) w Gay DI>IP(E,) w’ te» |. 
Si de plus p’ (#)<0, on aura 
(10) |w E a) | >| w (t,, 2) | 0 


Si (pq) + 1 (pr) <0 et p'()>0, les inégalités (9) et (10) 
sont remplacées par des inégalités contraires. 
Si (pq) + 4 (pr) =0, alors d’après (8) on a 


Ip (trad w Gav DIS] PE) w Gt» 4). 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 4 
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Si de plus p (f)=Const. (donc q + 4r—Const.), on aura 
Iw frn) 1=1w (EnA) 

Posons maintenant dans (7) a—7,, b=1,,,, nous aurons 

(11) CACHE LCI A G D 


Tn+1 
— p(r,)la(c,)+ ar (ew? (c,1)= | oa +a pry] w (4,2) dt. 


D’après (11) on a: 
1° si p (q+4r)>0, (pq) + À (pr) > 0, alors: 


P CER) [q (CAMES Ar (c,4))]l lw (CARRE a) | > 
Sy p @) la Ga 4 rue) iw, 4) 


2 si p (q+41r)>0, (pq) +4 (pr) <0, alors: 


V P CD [q (5) TAT CEI |w Gay 4) | < 
L EEO E GDE GA e G Dle 
3° si p (q +14 r)>0, (pq) + 4 (pr)=0, c’est-à-dire pq + å pr = 
= Const. et positif, alors: 


p CDa GE) Ar (4. J] |w (CS 2)| = 


= 7 vp a) la C) Far ED |w G, 2) 


et par conséquent 
lw Gus DI=lw Ca 4). 
Ajoutons aux deux membres de légalité (11) la quantité 
p(z,) lalen) + 4r@,)] w (rpi 4); le résultat peut s'écrire 


(12) p(,) la@,) +47 C) WG, D —w(, D] + 


+ 
+f (wa + 2 Er) iw? Gay D — w? (t, a] dt =0. 


L'égalité (12) est évidemment impossible si|w(c,,;,, 4) |>| w(z,,4) | 
et si p(q +1 r)>0, (pq) +4 (pr) > 0. 
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Soustrayons maintenant des deux membres de l'égalité (11) 
la quantité p (t41) [a (np) +å r (x,,1)] W? (x, À), il vient: 


p (r, Tava) [a G Trai) TA G TAD [w? Gus À —w Ge 2)] Te 
tn+1 


+ l [(pa) + 2 (Pry] [w? (tm 4) — w? (t, A] dt = 0; 


égalité impossible si |w (z,,,, 4A} < |w (, 4)| et si 
p (q +4 r)>0, (pq) + À (pr) <0. 


En résumé nous pouvons énoncer la proposition suivante: 


Théorème I. 1) Si p(t) q(t) +1 p(t) r()>0, Ip@) a(l + 
+ 1 [p(£) r (<0 pour 0<tp<t<-+ ©, les suites 


{ p (,) La @,) +A r E |w (ty) i, {Ip €) w (ty 11) 


sont décroissantes, tandis que la suite {|w (x, A)|} est croi- 
ssante; si de plus p’(t)>0, la suite {|w (tm A)|} est décroi- 
ssante. 


2) Sip q+ p® r@>9, [p@ al’ +2 PE rH¥>0 
pour 0<ij)<t<+0©, les suites 


(y p Gn) fa G) +2 FG) lw Gy DI, Ur ED Cty D) 


sont croissantes et la suite {|w (x, )|} est décroissante; 

si de plus p' (<0, la suite {| w’(£,,2)|} est donc croissante. 
3) Si p(t) a(t) + 1 p(t) r@)=E>0 (E est une con- 

stante) pour 0<t5<t< +œ, on a donc: 

|p(t,) w (tp DI=F>0, |w (tn )|=G>0, (n=l, 2, 3,...), 

(F, G sont des constantes); si de plus p(t) = Const. pour 

0<to<t< + © alors 


|w ¢, DI=H>0, (n=1, 2, 3,...), (H est une constante). 


En supposant que p(t) qŒ) +2 p(t) r@)> m> 0, (m= 
=Const.), [p (t) q (Ð + 1 [p( r@I <0 et d’après le théo- 
rème I, 1) on a les inégalités: 


4 
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P (a) [q () +2 r (xl lw (&, | > 
P (€n) la C) +A r Dl lw Ce DI>Vm |w (x, D 


Alors nous obtenons le 


Corollaire I. Si p(t) a() +1 p@rO™>m>0 et 
[pA + 1 [p (Ô rÐ <0 pour 0<ty<t< + œ, la suite 
{lw (, A)|} est croissante et bornée; la solution w (t, À) 
de l’équation (6) est donc bornée et ne tend pas vers zéro 
lorsque t> + œ. 


En supposant que 0 < p(#) q + 1 pŒ r(}<M< + 
- (M=Const.) et d’après le théorème I, 2) on a: 


y P © la@+rr@ lw G, I< 


PED CA OA N A) 


Alors nous obtenons le 


Corollaire II. SiO<p(t)q (t) + 1 p@® r@™<M<+-— et 
[P qO +2 A rOl >0 pour 0<ti<t< + ©, alors la 
suite {|w (z,, à) |} est décroissante, mais ne tend pas vers zéro. 
La solution w (t, à) de l'équation (6) est donc bornée, mais 
ne tend pas vers zéro lorque t> + œ. 


§ 2. Désignons Par tetes Xn, e- lesi zéros plus 
grands que xo d’une intégrale u(x, 1) de l'équation diffé- 
rentielle (5, a), xo << xı << x2 <. Soient 25 2, ee 
les zéros consécutifs de la Te u’ (x,1) et soit x;<§,<x, fae 
(i=1,2,...). Nous désignons par yi, yo, ..., Yn, ... les 
Zéros consécutifs de l'intégrale v(y,4) de l'équation diffé- 
rentielle (5, 8), yo < y1 <y2<... et par Ni m,...,n,,.. les 
zéros consécutifs de la “ve v (y, 2) et soit Y< N< y à 
GESE. 

Nous pouvons maintenant appliquer les résultats du § 1. 
aux équations (5,a) et (5,8) qui sont des cas particuliers 
de l’équation (6). 

Alors nous obtenons les résultats suivants: 
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Théoréme II. 1) Si 


co 450, LA) —2B@IC@) + 1 — AG)C’(®) >0 


pour 0O<xo<x< + ©, alors les suites 


/ CE) +4 
69 (a | pe sas) In aif 
| (ex Ed lu (x, il 


sont décroissantes, tandis que la suite {|u(é,,4)|} est 
croissante: si de plus B > 0, la suite {lu’(x, |} est 
donc décroissante. 

5 C (x) +A , 0 
2) Si PET E [Æ (x) — 2 B(x)][C (x) + 4]— A(x) C’ (xX) <0 


pour 0Ü<xo<x< + ©, alors les suites 


= oe En 
CE) +1 B(x) 

Ve (ee B as)lue | 
(f BO ae) Ge ail 


sont croissantes et la suite {|u(é,,4)|} est décroissante; 
toute solution u(x,4) de l'équation (5,a) est donc bornée 


lorsque x > +œ. Si de plus re < <0, la suite {|u’(x,,d)|} 
est croissante. 


3) si tino, [4'@)—2BIC@) + 1—A@CH=C 


pour 0O<xo<x< + ©, donc: 
lEn ENED ES CAS 
Si de plus B(x)=0 pour 0O<xo<x<+c, alors: 
| u’ (x1, 4) |= |u (xe, 4) |=.. = |u (x, |=... 
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En supposant que 


C(x) +4 B(x) 
AG mon [7e 


et d’aprés le Cole I nous obtenons le 
Corollaire III. Si 


C(x) +14 C(x) +1 B(x) } 
AO ALTO UE (ex DE. x)> p 


[A’(x)—2B(x)][C (x) +2]— A(x) C’ (x) >0 pour 0<xp<x<+~, 
alors la suite {|u(£, 1)|} est croissante et bornée; la so- 


lution u(x,4) de l'équation (5,a) est donc bornée et ne 
tend pas vers zéro lorsque x> +, 


dx) >p>0 (p= Const.) 


>0 


En supposant que 


DS ns 


CRE PS ra f 3e) Pae B Cont) 


A(x) AG 


et d’après le Corollaire II nous obtenons le 


Corollaire IV. Si 


C(x) +a C(x) +1 fie ax) 
— 50, 0< p 2 <P<+o, 
A(x) ~ A(x) ae A(x) 
[A’(x~)—2B(x)][C(x) + 4]— A(x) CO 0 pour 0<xp<x<+o, 
alors la suite {|u(£é, 2)|} est décroissante, mais ne tend 


pas vers zéro; la solution u(x,4) de l’équation (5,4). est 
donc bornée, mais ne tend pas vers zéro, lorsque x> + ©. 


En appliquant à l'équation (5,8) le théorème I nous 
obtenons le 


Théorème III. 1) Si 


ae : >0, [A (y) —2 BC: (y) + 11— Ai (y) Ci (y) > 0 


pour 0<yo<y<+-©, alors les suites: 
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Qn | 
=| d à)| ?, 
AG) aay AG) lv (in, A) | | 


[ar a i) Iv.) 


sont décroissantes, tandis que la suite {|v(y,,4)|} est 


AOL la suite {|v’(y,,d)|} est 


croissante; si de plus 


décroissante. 


2) SAVE 0, [4 6) —2B, OIC, (y) +14, (CL) <0 


pour 0<yo<y< + œ, alors les suites: 


Ci(y,) +4 Bs 
EC of z D dy) Iv C 1) I 


rn Bı (y) \ , 
exp dy || v (Ym 4)| 
( JAG) 
sont croissantes, tandis que la suite {|v(y,, 1)|} est dé- 


croissante; toute solution v (y, 4) de l'équation (5, p) est 


donc bornée lorsque y>+-. Si de plus A w) < 0, la suite 


{lv (y» 4) |} est donc croissante. 


asi A940, IA (y)—2B, WMIIC,) +4—A,) C,y) =0 


pour 0<yo<y<+o, alors on a: 
lv, A= lva |=... =lv@, dI=..…. 
Si de plus By(y)=0 pour 0<y<y<+~™, alors: 
lv (yz, DI=lv (ve, DI =... =lV vp» =... - 
En désignant par q et Q deux nombres constants nous 
obtenons d’aprés le théoréme III deux corollaires suivants: 
Corollaire V. Si 
Ci(y) +4 Ci(y) +4 Bi(y) j 
Seas See p2 >q>0, 
AG) % AG J A0) d) 79 
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[A\(y)—2B, OIC (y) +41— A, (y) C,(y)>0 pour0<yo<y<+—, 
alors la suite {|v[r,, 4)|} est croissante et bornée; la solution 
v (y, 4) de l'équation (5, £) est donc bornée, mais ne tend 
pas vers zéro lorsque y> + œ. 
Corollaire VI. Si 
Ci(y)+4 Ci(y) +4 f Be 2 
—— > 0 p2 < , 
ao a AO TOSI AIOE IS OS Er 
[4 ()—2B GIIC,(y)+141— A, (y) Ci(y) <0 pour 0<yo<y<+~%, 
alors la suite {|v (n,, 4)|} est décroissante, mais ne tend 
pas vers zéro; la solution v(y, 4) de l'équation (5, p) est 
donc bornée, mais ne tend pas vers zéro lorsque y > + œ. 
§ 3. De la relation 
z(x, y, =u (x, 4) + v(y, 4) 
il s'ensuit que chaque zéro de la fonction u et v annule z, 
on a donc: 
Z(Xm¥,4=0, zx, Vm )=0 (non 128600) 
D’après les égalités: 


=u (En A) V (n,1)=0 


x=Em»> Y=Nn 


Oz (m, n=1, 2, 3,...) 
(5). Em» Y=7n Tr Em a)v (ns 1) = 0 


on voit que la fonction z = z (x, y, 4) possède les extrêmes 
dans les points (,,, 7,), (m, n=1, 2, 3,...). 
Nous avons les égalités oe 


] / CE DFA ie ) 
a) CE S AC AG) I ETNE 


Ca (N) +4 
VE | 
iÑ ] / IC(E,)+1] GG, 


Bı (y) NA 
| A) 7 V (nm À) = 
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Em In 
: |e | oe dx + Ba) ZER AN; 


b) u (Èm 4): v(a 4)=z En Nm 4); 


(12) 7 VE feo TE +] 2) v (ty 2) = 
VEE eof 48.0] (à) 
a) Ve | exp fe ax ne EU 
-V Sa |e Bele 


(maene 2 Bdsca. 


Les premiers membres des égalités (12) sont des expres- 
sions qui figurent dans les théorèmes II et III. 


En utilisant des proprietés bien connues des suites dou- 
bles, nous pouvons appliquer les théorèmes II, 1), 3) et III, 1), 
3) aux égalités (12). 

Nous dirons qu’une suite double {am n} est croissante 
(décroissante) au sens strict lorsqu'on a: 4,,:1,,>a, 
(aa an, » et raussika >. alnn anna 8m D) ae 
m,n=1,2,.... Alors nous obtenons le 
C(x) + 2 Ci (y) +1 

A(x) A1 (y) 
[A’ (x) —2 B(x)] [C (x) +2] — A(x) C (x) > 0 (20) 


>0 


Théoréme IV. Si > 0, 
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LA (vy) —2 B: (y) [C1 ~) + 2] — As (y) C (y) > 0 (> 0) 
pour Ô < xo < x < + 00, 0<yo<y<+or%), 
alors: 


1) la suite double (comp. 12, a) 


Em 
IC En) + allC, (n,) + 4] | ~ B(x) 
ly DOTE en à on 
+f BO av) Gun pi] 


est décroissante au sens strict: 
2) la suite double (comp. 12,b) 

Ll ZlE m n 4) F 
est croissante au sens strict; 


double (comp. 12,c) 
Bi(y) 


CO f B: (y) 4 | Be) 
pri be BR a ex, ay nan Îlx=x 
| V “aq |?) 46 E 6 
4) si de plus iy >0 pour 0<yo<y< +, alors la suite 


3) si de plus ne 20 pour 0<x<x<+ œ, alors la suite 
est décroissante au sens strict; 
double (comp. 12, d) 


9 La notation: i | 
[Æ (x) — 2 B (x)] IC (x) + 11— A (x) C (x) > 0C>0) 
[A (y) — 2 B, (Y) 121.) + 41 — 41 (y) Ci (2 0C> 0) 


exprime que l’on a: 


sot Eat (x) —2B (9][C (+11 AWC (G) > 0, 
[4 (y) —2B, I IC, +41 — As (y) C1 (y) SO, 


[A (x) — 2 B (x)] [C (*)+-4]—A (x) C (x) D0, 

[A (vy) —2 By) [C, (y)+11— 41 (y) C1 (y) > 0. 
Nous appliquons une notation analogue dans les théorémes qui suivent plus 
bas. 


soit 
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Em 
C(é,) +a B(x) Oz Nie 
V —1@ eo | BO a | Lee 


est décroissante au sens strict. 


Supposons maintenant que 


COEN eau) a Ya fa BO 4 


(13) A(x) Ai(y) 


y 

Bi (y) 

2] == d > = t. 

+ : TEES y) |>k>0, (k= Const.) 
0 

pour 0< xo <x <+, 0<yo<y<+c. D’après le théorème 

IV, 1) on a les inégalités 


] / (C1) +a] [Ci (m) +11 B (x) g 
AC) Ai (m1) A (x) 

Bı B:(y) 
A J Aily) av) 


D’après le théorème IV nous obtenons donc le 

C(x)+1 Ci(y)+4 

Corollaire VII. Si AE >0, AO 
LA’ (x) — 2B(x)] [C (x) + 4] — A(x) C’ (x) >0 0), 
LA; (vy) — 2B: (IC: (y) + 4] — As (y) Ci (vy) > 0 (> 0) 


pour 0< xo <x <+ œ, 0<yo <y <+%, ef si la condition (13) 
est remplie, les valeurs absolues des extrêmes de la solu- 
tion z=z(x,y,4) de l'équation (1) sont croissantes et 
bornées lorsque les variables x et y croissent au sens large, 
tandis que x + y croit au sens strict. L'intégrale z= z (x, y, a) 
est donc bornée lorsque x et y croissent au sens large et 
XV ap Ch 


| z (61, m, A) |> Vk | A Gasset 


> 0, 


En appliquant dans la suite les résultats des théorémes 
Il, 2), 3) et III, 2), 3) nous obtenons d’après (12) le 
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TEORA Cı(y) + 2 
Théorème V. ` A >0, RAR GN >0, 
[A’ (x) — 2 B (x)] [C (x) + 11— A (x) C’ (x) < 0 (<0), 
ILA; (y) — 2B, (IC (vy) + al — A, (y) C (vy) <0 (<0) 
pour 0<x,<x< + œ, 0<yo<y< +, alors: 


1) la suite double (comp. 12a) 
} A(6,) Ar (N) 


l f or +f 2 wy)|2@.01| 


est croissante au sens Strict; 
2) la suite double (comp. 12b) 
{12 x, Mn, A) |} 


est décroissante au sens strict. La solution z=z(x,y, A) 
de l’équation (1) est donc bornée lorsque les variables 
x et y croissent au sens large et xt y> +œ; 


3) si de plus 


) <0 pour 0 <xo<x< + ©, alors la suite 
est croissante au sens née 


B (x) 
A(x) 
E 
Bı (y) 


double (comp. 12c) 
4) si de plus E pour 0<yo<y< +, alors la suite 


Ci (h) TAA 
Vome 
double (comp. 12d) 


] J CE) + 2 B(x) ix A 
TAG) À (x) Ge 


est croissante au sens strict. 
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Supposons maintenant que 


[C (x) + 1 IC: (y) + 1] k E) 
AOAO i. 


+2 f9a) 


D’après le TRIR] (V, 1) nous avons l'inégalité: 


14) 


<K< + œ, (K= Const.) 


[C (61) + AVC: (m) + A] B(x) 
15) E. PEAGI s AC J” x+ 


us Yo na) Iz (61, 11,4) |<VK |z (Em tn, a) |. 


En tenant compte du théorème (V,2) et d’après (15) 


nous obtenons le 
: LCIGIÉEN Ci(y) +2 
Corollaire VIIL Si IME) Sai AQ 
[A’ (x) — 2.B(x)] [C (x) + A]— A(x) C (x) < 0 (<0), 
[A (y) — 2 BO) [C (y) + 1—40) C) < 0(< 0) 
pour0 <x <x< +o, 0<yo<y<+ œ et sila condition (14) 
est remplie, alors ee valeurs absolues des extrémes de la 
solution z =z (x, y, À) de l'équation (1) sont décroissantes, 
mais ne tendent pas vers zéro, lorsque les variables x et y 
croissent au sens large, tandis que x+y croit au sens 
strict. La solution z=z (x; y, 1) est donc bornée et ne 
tend pas vers zéro lorsque x et y croissent au sens large 
et X+y—>+o. 


>0, 


Considérons maintenant les relations suivantes: 


a) ex ao a U (Xm 4) V m 4) = 


AAE O iec 
-lenf 58 a2) 
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b) f 4 Bi B alu. , À) v (Ym 4) = 


a UB, B:(y) sl e), 
=| exp dy EA 
(16) If Aly) oy tin 


] / CE) +a. B(x) 
c) A exp f dx 


u (Èm a) v (nm À) = 


Alx x) 
=] / Chèn ta B(x) È 
= AE) cof AG A(x) a m On 1) 


A (5) Aly) 


] / Can) +4 ET 


D’après les théorèmes II, 1), 3) et ie a 3) et les relations 
(16) nous obtenons le 


C(x)+a C:(y)+1 
Théorème VI. Si AG) > 0, AG > 0, 


[A (x) —2 B (x)] [C(x)+4] — A(x) C (x) > 00), 
[A (y) — 2 B ON C, (y) + 21— À, (y) C'(y) < 0 (<0) 
pour: dre + ©, 0<yo<y< +œ, alors: 
1) la suite double (comp. 16 a) 


lex B i 


est décroissante au sens strict; si de plus Bey > 0 pour 


d) GOs exe BW) ay | u (Em 4) v Cy 4) = 
Yo 


OZ (Xm Mn» À) | 
Ox 


0 < x < x < + ©, alors la suite double 
OZ ea Iss a 

Ox 
est décroissante au sens strict; 


EQUATION DIFFÉRENTIELLE 63 
2) la suite double (comp. 16b) 
| B: (y) Oz (GS Yn a) | | 
(BEC 


est croissante au sens strict: si de plus B, (y): À; (y) <0 pour 
O0 < yo < y < + ©, alors la suite double 


Oz Ce Yn À) || f | 


est croissante au sens EN 
3) la suite double (comp. Re 


y SEH exe ow ts|leC » mw À) | 
A En) 


est décroissante au sens S 
4) la suite double (comp. 16 d) 


Cilh) +4 Bı (y) £ 
ly ea PAT AG À art mn] 


est croissante au sens strict; 


5) Les extrêmes absolus de la solution z= z(x,y,4) de 
l'équation (1) sont: 1° non décroissants pour x> +œ et 
y=u>0, (u> yo, u= Const.), 2° non croissants pour x=», 
(> xo, v = Const.) ef y> + œ. 

D’après les théorèmes II, 2), 3) et II, 1), 3) et les rela- 
tions (16) nous obtenons le 


AEA . C(x)+a C(y)+a 
Théoréme VII. Si Bye > 0, AG) >0, 


[A’(x) —2B(x)] [C (x)+1]—A (x) C’(x) <0 (<0) 
[Ai (y) —2B, OIC (y) +4] — À (y) C, (y) >0 (0) 
pour 0<x<x<+~%, 0<yo Ky <+>, alors: 
1) la suite double (comp. 16a) 


|| ex te tx 


Oz Gx, Dn» a) | 
Ox 
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est croissante au sens strict; si de plus B(x): A(x) <0 pour 
0< xo < x < + ©, alors la suite double 


l OZ (Xm Mw À) | 


Ox 
et croissante au sens strict; 
2) la suite double (comp. 16 b) 


eee 


est décroissante au sens strict; si de plus B, (y) : A(y)>0 
pour 0 < yo < y < + œ, alors la suite double 

f AG Yn a) \ 
l oy J 


est décroissante au sens strict; 


OZE RYA) | 
oy 


3) la suite double (comp. 16 c) 


Èm 
ooo B (x) 
AE) i a N | 


A (x) 
est croissante au sens strict; 
4) la suite double (comp: 16 d) 


] / Ci) +2 B, (y) £ 
| ~ Ai a) on JB » ay RE J 


est décroissante au sens strict; 

5) les valeurs absolues des extrêmes de la solution z = z (x, y, À) 
de l'équation (1) sont: 1° non croissantes si x >o, y=» (v> yo); 
2° non décroissantes si x= u (>X), y> +. 


Nous avons les relations suivantes: 
u G 2) ; Vv (G 1) = Z Go Nn 1) 
OZ (Xm Nw A) 
(17) UO ire A Gg Enr nt 


OZ (Fm Ym À) 
Gv a= oe 
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D’après les théorèmes II,3) et III, 3 et les relations (17) 
nous obtenos le 


A . C(x) +2 Ci(y) + 2 
Corollaire IX. Si AC > 0, AO) > 0, 


[A (x)—2 B(x)] [C (x) +11—A(x) C’(x)=0, 


[4'(y)—2B, (IC, O) + 1 — A) Cy) = 0 
pour 0<x<x< + ©, 0<y Sy < + ©, alors 


1) | z (ee M4) | =a>0; 
2) si de plus B(x)=0 pour 0< xọ<x< + œ. alors 
si 


3) si de plus B, Aas pour 0<y,<y< + ©, alors 
OZ (Em Yn), 
oy 


ou m, n=l, 2, 3,... et a, B, y sont des constantes, 


=y>0: 


§ 4 Considérons maintenant l’équation différentielle de la 
corde vibrante 


Oz _ 92 Oz 
Gs) one appa 
Le déplacement z normal 4 la corde d’un point d’abscisse x, 
à l'instant ¢, est une fonction des variables x et f qui 
vérifie l’équation (18). 
Supposons par exemple que 
ERO 
a e(x) ’ 
ot: P(f) designe la tension de la corde vibrante, e (x) désigne 
la densité linéaire de la corde vibrante. La tension P(t) ne 
dépend que du temps ¢; la densité e(x) ne dépend que de 
l’abscisse x. 
On peut écrire l’équation (18) sous la forme suivante: 


(19) Ps 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 


66 ZYGMUNT BUTLEWSKI 


Nous supposons que @(x) soit une fonction postive, continue 
et dérivable de la variable x pour 0<x»<x<+; P(f) est 
une fonction positive, continue et dérivable de la variable t 
pour 0< tst <+. 


L’équation (19) est un cas particulier de l'équation (1), 
où l’on pose: 
FSi ee ee 
Bix) == Ci) =—= BiG) — (Ci) —0). 


Nous pouvons donc appliquer les résultats du § 3 à l’équation 
(19). Nous supposons dans ces résultats que 4>0. Les zéros 
de la solution z (x, t, À) de l’équation (19) forment le réseau 
réctangulaire: 


z (x, t, 1)=0, z (x, t, =0, G=1, 2, 3,...), 
ou kon ART NN UMKinKin< 


Supposons ensuite que 
DN a Ee xÀ 
le she 0, Ie t tae, FA 0, (i a 123; de ON 


En appliquant le théorème IV à léquation (19) nous 
obtenons le 


Théorème VIII. Si o(x)>0, o'(x)<0(<0) pour 0< x< 
<x<+o; P(t)>0, P(A<0(<0) pour 0<to<s<t<+œ, 
A4>0, alors les suites doubles: 


{VeE) PG) |z Em wd}, 
TRES » Tn» À z fw 
(PC ae EEE) fy zE Əz (E 2) 
sont décroissantes au sens strict et la suite gern 


f r 
{12 Es D) 


est croissante au sens strict. 
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D’aprés le corollaire VII nous obtenons dans le cas 
de l'équation (19) le 

Corollaire X. Si 1e(x) > k, > 0, eo (x) < 0 (<0) pour 
0<x <xX<+o; 1P(D>k:>0, P’(t)<0 (<0) pour 
O<t9<t< + ©, (ki, k: sont des constantes, à > 0), alors les 
valeurs absolues des extrêmes de la solution z =z (x, t, 1) de 
l'équation (19) sont croissantes et bornées lorsque x, t crois- 
sent au sens large et x + t> + œ. 


. En appliquant le théorème V à l'équation (19) nous 


obtenons le 


Théorème IX. Si e(x)>0, č (x)>0 (>0) pour 0<x< 
<x<+ œ; P(t)>0, P@)>0 (C0) pour 0O<to<t< + %; 
alors les suites doubles: 


man ct i 


De yet eter 


sont croissantes et la suite double 
{12 Em tm 01} 


est décroissante au sens strict; les valeurs absolues des 
extrêmes de la solution z = z (x, t, 4) de l’équation (19) 
sont bornées, lorsque les variables x, t croissent au sens 
large et x +t >, 


Oz -i ta 


Le corollaire VIII dans le cas de léquation (19) prend 
la forme suivante: 


Corollaire XI. Si O<1o(x)<K1<+o, g (x)>0(>0) 
pour U< xo <x <+, 0<AP(E)<K,<+-, P'(t)>0(>0) pour 
0< fp9<t<+o, (Kı, Kz sont des constantes, }>0), les va- 
leurs absolues des extrêmes de la solution z= z (x, t, 4) de 
l'équation (19) sont décroissantes, mais ne tendent pas vers 
zéro, lorsque les variables x,t croissent au sens large et 
x+t> +o. 
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Supposons maintenant que e(x)=>0 pour 0<*%)<x<+o; 
P(t)=»>0 pour 0<fi)<t<+, (u, »— sont des constantes), 
c'est-à-dire la corde vibrante est homogène et la tension est 
une constante, alors en appliquant à l'équation (19) le 
corollaire IX nous obtenons le 


Corollaire XII. Si e(x)=u>0 pour 0<x<x<+om~, 
P()=»>0 pour 0<fi)<t<+-, A4>0, alors: 


1) PACE 07 
OZ (eis Nip d a 

2) si = ß>0, 
oz Em Ym À)| 

3) i aF = y7>0, 


où m, n=1,2,3... et a, B, y sont des constantes. 


Dans ce cas, l’équation (19) est de la forme 
Ioaz 102z 
20) H Ox v JË 
L'intégrale particulière de l'équation (20) est: 
(21) 54 as ey 
z (x,t) =(acosVauxtbsinV ux) (ccosViut+dsin vaut), 
où a,b,c,d sont des constantes d'intégration et À est une 
constante arbitraire, positive. 
Les résultats du corollaire XII sont les mêmes que les pro: 
priétés analogues de l'intégrale (21). 


SUR LES COEFFICIENTS DES FONCTIONS 
ANALYTIQUES UNIVALENTES DANS LE CERCLE 
ET LES POINTS EXTREMAUX DES ENSEMBLES 


Par 
F. LEJA (Kraków). 


1. Soit 


(1) y=f(x) = x + co x?+..., où cc >0 
une fonction holomorphe univalente dans le cercle K{|x|<1}, 
Désignons par 4 le domaine parcouru par y lorsque x 
varie dans K, par T la frontière de 4 et soient D et F les 
images de 4 et I respectivement dans le plan de la va- 
riable 
25 y ° 

D’autre part, soit C l’ensemble complémentaire à D+F 
par rapport au plan de z. : 

Il est clair que D est un domaine simplement connexe 
contenant le point z= œ, F est un continu borné et C est 
un ensemble ouvert borné ou vide. La somme F+C con- 
tient toujours le point z—0 et le diamètre transfini de F‘ 
que je désignerai par 
est positif. 

Les coefficients cı, C2,... de la série (1) dépendent na- 
turellement du domaine 4 et par suite de la frontière F 


du domaine D. Le but de cette note est d’examiner cette 
dépendance. 


2. Soit n un nombre entier fixe plus grand que 1 et 


Za Zoe CLR 
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un système de n points quelconques de F. Désignons par 
V(21,Z2,...,Z,) le produit de toutes les distances mutuelles 
de ces points 
(2) Vrzr. 2) = |] 14-4 | 

i<j<ck<n 
et par J4,(21, Z2,..., Z,) le produit 


n 
A2) IT Zn l2 Pr. 
k=1 
(kD) 
Il est clair que, lorsque les points Z» Z,,..., Z, varient 
dans F, le produit (2) atteint un maximum. Soit 
(3) Min Man +> Nnn 
un système de n points de F en lesquels ce maximum est 
atteint; on a donc 
(4) V (hm. - -> Mnn) >V (Zo. --» Z,) pour tous les z, €F. 


Nous supposerons encore que les indices des points (3) 
soient choisis de manière qu’on ait 
OA Gh an DIE A ne A T 

Un systeme (3) de points de F, remplissant les condi- 
tions (4) et (5), sera dit n-ième système extremal de l'en- 
semble F1). 

Les points particuliers du système (3) seront dits points 
extrémaux de F. En faisant varier n on formera une suite 
triangulaire de points 

M2» N22 
(6) Mas 23» 133 
Mag» N24 34> N44 
dont chaque ligne contient un systéme extrémal de points 
de F. 

Faisons maintenant correspondre au systéme extrémal 

(3) le polynome du degré n — 1 suivant 


1) Le systéme (3) peut étre unique ou non. 
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oe (Z = Man) (Z = n) - ++ (Z = Nan) 

i (in — Mn) CR Mn) - Gi Nnn) 1 
et désignons le prémier des produits (5) plus brièvement 
par 4,_: 


n=2, 3,... 


An = (Mm + +» Tan), n=z2, De 
Jai démontré ailleurs?) que: 


n—1 
1° La suite { V Te) converge vers le diamètre trans- 
fini de F 


(7) Jim "VA nı = d(F). 
2° La suite {” VY WERON $ converge en dehors de F 


(8) lim "VL (2) = L(z,F), 
la fonction limite L(z, F) jouissant des propriétés suivantes: 
G(z) 
afte pour ze D, 
(9) L(z, F) = f pour ze C, 


où G(z) est la fonction de Green du domaine D avec le 
pôle à l'infini. On a donc L(z,F)>1 dans D et lorsque 
z tend vers F la fonction L(z,F) tend uniformement vers 1. 


J'aurai à m’appuyer dans la suite sur ces deux résultats 


3. Désignons par g,(y) la fanction analytique définie dans 
le voisinage du point y —0 par la formule 


CLO as ns. 
(1—y Mn) (l—y Non) see (l—y7_n) 


où les 7» Many +++ Nnn SON des points extrémaux de F, la déter- 

mination du radical étant choisie de maniére que le quo- 

tient g,(y)/y soit égal à 1 au point y=0. Puisque le polynome 
(i=y in) (—yn,).... I= tan) 

ne s’annule pas dans le domaine J et que 4 est simplement 

connexe la fonction g,(y) est régulière et uniforme dans 4. 


?) Ann. Soc. Polon. Math., t. 12 (1934), p. 57—71 et t. 18 (1945) 
p. 1—11. 
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Théoréme I. 1° La suite (10) converge dans le domaine 
A vers une fonction g(y) holomorphe dans 4 


(11) im gAy)=g(y) 


la convergence étant uniforme dans le voisinage de chaque 
point de À, 2° la fonction 
(12) x=d-g(y), où d=d(F), 
effectue la représentation conforme du domaine À sur le 
cercle K{|x|<1} et on a dg(y) =f (y), où f (y) est la 
fonction inverse de la fonction (1). 

Démonstration 1° Posons 

P, (2) = (2 — Min) mn)... (2 — Nan) 

et observons que 


(13) lg,(y) l= y 


Pa) 
Étant identiquement 
ROE z= hr LONA 
il suit de (7) et (8) que 


(14) Jim. VIP, (2) |=L(z,F).d(F) pour zeD, 


donc d’aprés (13) la suite des modules {|g,(y)|} converge 
dans le domaine 4. 

Soit Zo un domaine fermé et borné quelconque contenu 
dans 4. On peut lui faire correspondre deux nombres posi- 
tifs M et ô tels que, si ye 4o, on ait 

ly|<M et |1—yyn,,|>6 pour k=1,2,...,n 
et par suite | g,(y)|<M/éd dans 4o pour n=2,3,..... 
Il s’ensuit que les fonctions (10) forment une famille nor- 
male dans 4. 

Soient (y) et w(y) deux fonctions limites quelconques 
de la suite (10). Elles sont holomorphes dans 4, car la famille 
(10) est normale, et on a |g (y)|=]| y (y)|, car la suite {| g,(y)|} 
y est convergente, donc 


p(y) =e". p(y) 
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où ® est une constante réelle. Mais les quotients p(y)/y et 
v(y)/y tendent vers 1 lorsque y>0, donc e” —1 et les fonc- 


tions (y) et y(y) sont identiques. Par suite la limite (11) 
existe et la fonction g(y) est holomorphe dans 4. 


2° D’après (13) et (14) on a 


(15) BOT où z=}, 


donc - 
d-g(y)<1 pour ye 4 


car L(z,F)>1 pour ze D. Je dis que chaque valeur x; du 
cercle |x|<1 est prise par la fonction d-g(y) en un et un 
seul point yie A. 


En effet, la valeur x —0 est prise au seul point y =Q, 
ce qui résulte de la formule (15) car L(z,F) =œ au seul point 
Z— 0. D'autre part, la fonction d-|g (y) | tend uniformément 
vers 1 lorsque y tend vers la frontière I de 4 car L(z,F) 
tend uniformément vers 1 lorsque z tend vers la frontière 
F de D. Par suite il existe dans 4 une courbe simple fermée 
I, entourant le point y =Q sur laquelle on a 


d-|g(y)|>|x1|. 
D’après le théorème connu de Rouché les fonctions 
d-g(y) et d-g(y)— xı 


ont le même nombre de zéros à l’intérieur de 1’ donc 
d:g(y)— x; s’annule en un seule point y=yı de J car 
d-g(y) s'annule au seul point y=0. 

Il en résulte que la fonction (12) est univalente dans 4 
et réprésente ce domaine sur le cercle K{|x|<1} de maniére 
que les points x=0 et y—0 se corespondent et que la limite 


Him’ <= goa E | 

y>0 y y>o y 
est positive. Il n’existe qu’une seule fonction remplissant ces 
conditions et, comme la fonction inverse x=f (y) de (1) 
les remplit aussi, on a indentiquement f (y) = d-g(y). 
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4. Considérons lės points extrémaux (3) de F, formons 
pour chaque p=1. 2, ... les sommes des puissances 77, + 
+ 7%, +... +, et les moyennes arithmétiques 

+ Nin À Mon T JORE Yon 


In 


n 
Ma tia E oe tm 
n 


(17) Son = 
Tin Mn ose + Ian 
San FF n 


eue. ©: © © 6 » + © e, 0-0 © © © O 


Théorème II. Lorque n> © toutes les moyennes {Sin}, 
{St {83,},-.. tendent vers des limites déterminées 
(18) lims ils, bp=1,2)3): 
n> CO < 


Démonstration. Calculons le développement de la 
fonction (10) en la série de Taylor dans lé voisinage du point 
=(. Pour ce but désignons par 2=@,(y) la fonction 
i 1 s (y) 
ya — Y1n)( — Von Non) OO (1 V) 


s=s,(y) =— = | > log(1 — vns)] J s, (0)=0. 


Puisque g,(y)—=y:® et que 
giy=Oot+yo', gn (0) =@,(0) 
gr (y)=20'+yo" , g, (0) =2 &;(0) 


=p" + ya, BPO = pat 


on a 
(0) T ©” (0) , O 
(9) 0) =yt=aY ES rt: ED 1)! is 


et cette série converge dans le plus grand cercle de centre 
y=0 contenu dans le domaine 4. 
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Les dérivées de 6=@,(y) s'expriment par les formules 

suivantes: ® = şs 9, 

o” = (s” + 8”) 6, 

o” z (s’”’ j- 35” s ae sô) ®, 

pP = (64 4s” s + 3s + 68"s" +8") @ 
et généralement pour p= 2, 3,... 
(20) = P.o + ne) g?-D- 6’ a LS 2. p” 

= | 2 
E EAA 


D'autre part, on a 


ONAT 1. Nkn e = 

e =i p sO) = sin 

Phiri 1! . Nn (2 = 

Se n k=1 (1— Yen ge 1O De 
TE k 

0a @—D! y cn RRs s”(0)=(p—1)! Spn» 


n rl (y) ’ 
donc 
D0) =s,, 
®,(0) =|! Son t Sin 
D (0) = 2153, + 35 Sin + Si 
DO) =3! sin + 8 San Sin + 3S3q + 6 San Sin + Sin 


SP0) = (p—1)!s,, + P (P—2) 15,40 Sin + + + + Sin 
et par suite 
So, + SÊ 
(21) ¢,y=ytsn¥+ y 
(eis SR 
p! 
où Rin est un polynome par rapport aux moyennes Sın» 


2S3n + 3S2n Sin F Sin 


3] yi+... 


+ yrs... 


Sn2 » e.e» Sp—l,n° 
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Observons maintenant que, d’aprés le théoréme I, les fonc- 
tions (21) tendent uniformément dans le voisinage du point 
y=0 vers une fonction limite, donc la suite {s,,} tend vers 


une limite sı; pareillement il existe la limite lim En E 
n oo 
donc la suite {s,,} tend vers une limite sə et ainsi de suite. 


5. Soit y + bey? + bzy + ... le développement de la 
fonction g(y) dans le voisinage du point y=0. La fonction 
(12) peut donc être représentée par la série 


(22) x= d°g(y)=d:(y + bzy + bzy? +...) 


et il suit du théorème II et du développement (21) que les 
coefficients b2, bs,... s'expriment par les formules 


br = si 


1 
bs = 2 (s2 + sî) 
(23) ba = i (253 +382 S1 + sê) 
b; = i (3! s4 + 8s3 s1 + 352 + 6595? + s$) 
, on déduit de (20) la formule 
de reccurence suivante pour p =2. 3,... 


1 2 ; 
(24) bp+1 pl [ (p-1)! Sp 3P Er 1) © (p—2)! St b+. Soar 


Puisque lim SP0) = p! b,, 
n-> 00 


+ (Pr JEO eDiets bus + A BAI) @—D15,-8,]. 
Il en résulte le théorème: 


Théorème III. Les coefficients de la fonction (22) et 
par suite aussi les coefficients cı, ce,... de la fonction 
donnée (1) ne dépendent que du diamètre transfini de F 
et des limites sı, s2,... des moyennes (17) des points ex- 
trèmaux de F. 

Les formules (23) et (24) montrent que le coefficient 
b,11 de la série (22) ne dépend que de k termes initiales 
de la suite des moyennes S1, S2, ss... et que ce coefficient 
est un polynome par rapport à S1, S2,... Sp 
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Rd Remplaçons dans la série (22) la variable y par la série 
x tcx? + csxs +.... On aura identiquement dans le 
cercle K{|x|<]} 


= C1 X + (cotbe c?) x?+(c3+2b» C1 C2+D3 ci) x? + 
ai (ca+2b: Ci C3t+be c+3bs Gi C2 + b4 ci) x+. DO 
d’où l’on déduit les formules 
1 Si ESS, 85081828, 
Ge Gr: C= 243 5 CRT Ua ET ie Soona 


Par suite, si l’on donne à la série (1) la forme 
(25) y =f (x)= cı (x + az x? + as x? +a, xt+...), 


OÙ az= C/C1, ag = C3/C1,..., ON aura 
1 
Cc, = a 
(26) rad 
5S 
eed 
8s? — 65S, S2 SE S; 
Shee Tule Saw NT 


Ces formules mettent en évidence la signification géomé- 
trique des coefficients d’une fonction univalente dans le 
cercle. On voit notamment que: 


Si la fonction (25) est univalente dans le cercle |x|<1, 
il existe un continu borné F tel que: 1° F constitue la 
frontière d’un domaine simplement connexe contenant le 
point z= œ dans son intérieur et ne contenant pas le point 
z—0, 2° lorsqu'on calcule le diamètre transfini d de F, 
les points extrémaux (6) de F et les moyennes 51, S2,..., 
on peut exprimer les coefficients ci, a2, as,... de la série 
(25) par les formules (26). 

Observons que, lorsque d est fixe, le coefficient a, ne 
dépend, quel que soit n—2. 3,..., que de la position des 
MOYENNES S,, S2,-.-, Sp: 
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D’après la seconde des formules (26) l’innégalité connue de 
Bieberbach |a,|<2 exprime le fait que la moyenne s, 
est contenue dans le cercle 

|lz|<r, ou r=2d. 

Pareillement, d’après l'inégalité |a,|<3 de Léwner, la 
moyenne s, est contenue dans le cercle 

lz—zl<r , où. 2%=3s?, r=6 d? 

Inversement, chaque relation entre les moyennes s,,5,,..,s,_ 


et le diamètre transfini d de l’ensemble F entraîne une re- 
lation entre les coefficients a, a;,..., a, de la fonction uni- 
valente (25). 
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SUR LES OBJETS GEOMETRIQUES A UNE 
COMPOSANTE 


par 
ST. GOŁAB (Kraków). 


§ 1. Dans le travail publié dans le tome XX!) de cet 
annuaire je me suis posé le problème de déterminer, en 
faisant les suppositions les plus générales possibles, tous les 
objets géométriques de première classe à une composante?). 
La méthode générale de mon raisonnement dans le cas 
n>3 ne pouvait pas être appliquée au cas particulier de 
n= 2 qui exige un traitement particulier. 

Dans mes considérations sur ce cas une erreur de signe 
se glissa dans le deuxième et le sixième symbole de 
Poisson (97)?). Il s'ensuit que les formules (98) dans 
ce travail doivent avoir la forme suivante: 


(CSi X) f = (X;, X,)f ER Xf 
(1) CT X;) f = (XG; X,)f = X;f 
(Ge X,)f = 0 
CG a) E= EXT 


A cause de cette erreur le raisonnement qui suivait 
tombe, ce qui eût pour résultat que pour n=2 seulement 
une certaine partie de la classe entiére des objets cherchés 
a été déterminée. 


1) St. Golab. Sur la théorie des objets géométriques. Ann. Soc. 
Polon. Math. XX (1947), 10—26. 

?) En ce qui concerne la terminologie, nous renvoyons le lecteur au 
travail de MM. J. A. Schouten et J. Haantjes, On the theory 
of the geometric object. Proc. of the Lond. Math. Soc. Vol. 42 (1937). 
356—376. 

*) Les numéros correspondent au travail cité plus haut (l. c.*)). 
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En 1946 parut le travail de J. Piencow consacré 
au même sujet dans lequel l’auteur en appliquant une 
autre méthode due à Medolaghi-Wagner5), basée 
sur la théorié de groupes des transformations de Lie, 
détermine entre-autre l’ensemble des objets géométriques 
de première classe à une composante pour n—2. L'auteur 
ne précise pas exactement ce qu’ il entend par deux objets 
semblables“ (nous le faisons dans une note qui va paraître 
dans le Bulletin de l’Acad. Polon. des Sciences et des Lettres 
sous le titre ,, Sur la notion de similitude des obiets géo- 
métriques‘). Il applique d’ailleurs une méthode qui suppose 
le caractère analytique des fonctions qui y interviennent, 
une méthode ne pouvant pas exclure d'avance l'existence 
d’autres solutions, comme p. ex. dans le cas de n=1 lau- 
teur n’a pas pu obtenir (comme E. Cartan’) en son 
temps) les densités au sens de M. Weyl) 
Le but de cette Note, qui compléte organiquement mon 
travail mentionné, est de corriger l’erreur dont il a été 
question au début et de déterminer dans le cas n= 2 la classe 
compléte des solutions en partant des suppositions for- 
mulées antérieurement. 
§ 2. Des équations (1) résulte le système suivant des équa- 
tions ordinaires du premier ordre aux fonctions in connues 
(2) w (x). (i, k= 1,2) 
O41 Di — Op W11 = — Wp 
Oy, On — Wy, Of) = Wy 
on P32 — On On = 0 

(3) (yy Wy — Wp, W12 = On — Wy, 
O2 Wz — Wp) Oi, = — yy 
Dj W72 — On Wy, = Way 

4) J. Piencow, Classification des objets géométriques différentiels 
à une compo ante de classe v (en russe). Dokl. Akad. Nauk S.S.S.R. 54 
(1946), No7, 56 —570. 

5) V. Wagner, Dokl. Akad, Nauk S.S.S.R (1945); P. Medo- 
laghi, Annali di Matematica (1897). 


$) E Cartan, Sur la structure des groupes infinis des transfor- 
mations. Ann. Ecole Norm. Sup. 21 (1904), 153—206 et 22 (1905), 219—308 


7) La densité au sens de M. Weyl c’est un objet à une composante. 
dont la loi de transformation est la suivante: x=x - | A|m. 
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La quatrième des équations (3) conduit à la conclusion 
(4) wn =a; OU a est une constante. 
En ténant compte de cela, nous obtenons de la cingiéme 
et de la sixiéme de ces équations 
a (wp %1 — V1 212) =— Oy 
a (wn wj — © %71) = w7 
ce qui, confronté avec la première et la deuxième équa- 
tion, nous conduit à ce que 
{ w,,(a +1) =0 


(5) | o,(@+1)=0. 
Les équations (5) nous donnent l'alternative 
(6) O12 = On = 0 

ou bien 

(7) a=—l1. 


’éventualité (6) avec la quatrième des équations (3) donne 
© =w, d'où nous obtenons les formules (114) de mon 
travail, ce qui conduit aux objets géométriques du type JZ. 

Il reste 4 considérer le cas (7). Dans ce cas la premiére, 
la deuxième et la quatrième équation (la troisième, la 
cingième et la sixième ont été déjà utilisées) donnent le 
système: 


LA LA 
Cn Ons. iy i ae we 12 
La LA 
(8) Diy O23 24 O11 D 
LA LA 
12 Wa) On Wy =— 205 


ou, en changeant les notations pour éviter dans la suite les 
grandeurs 4 deux indices: 


A= 
(9) L= On 
Vea Oot ee 
le systéme suivant: 
Aw —pv =— u 
(10) Av —vř =v 


uv —v p= — 21 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 6 
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Le systéme (10) ne peut pas étre résolu par rapport aux 
dérivées 4’, uw’, v des fonctions cherchées puisque le déter- 
minant des coefficients est identiquement égal à zéro. Il 
en résulte que les solutions de ce système (si l’on inter- 
prète 4, u, v comme les coordonnées des points dans les- 
pace à trois dimensions) ne remplissent pas l’espace tout 
entier, mais sont situées sur une certaine surface (de deu- 
xième degré) que nous allons déterminer. 

Multiplions, notamment, la première des équations (10) 
par v, la deuxième par yu et soustrayons ces équations membre 
à membre. Nous obtiendrons: 


(11) A(uy—vw)=2ur 
et, en tenant compte de la troisième des équations (10), 
(12) — = ur. 


Jaffirme qu'aucune des fonctions 4,4,» ne peut être 
identiquement nulle. En effet, si par exemple »=0, on aurait 
aussi 4=0 et la deuxième des équations (10) donnerait »=0, 
c’est-à-dire que toutes les fonctions ,, seraient identiquement 
égales 4 zéro contrairement 4 la supposition (32). L’équation 
(12) permet d’éliminer la fonction v(x) et de réduire le sy- 
stéme (10) au système de deux équations à deux fonctions 
inconnues 4, u qui se réduit dans la suite (à cause de la dé- 
pendance linéaire de deux équations) 4 une équation 4 deux 
fonctions inconnues 4, u: 

(13) Au — ur =— p. 

Si l‘on traite dans l'équation (13) u(x) comme une fonction 
donnée arbitrairement et 4(x) comme fonction cherchée, 
nous obtenons léquation linéaire (non homogène): 


i 
= A eae 
(14) Vv T 3r 
dont l'intégrale générale a la forme: 
(15) a(x) =C u(x) + u(x) [% ; 


C étant une constante arbitraire. 
L’ensemble de toutes les solutions qui dépend d’une fonc- 
tion arbitraire u (x) et d’une constante arbitraire C est donné 


par les formules: 
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2=Cu() tue) [ 2%, 
B= p(x), 


Beers 


u (x) 
Les formules (16) sont valables dans chaque intervalle ou- 
vert, dans lequel la fonction u(x) n‘est pas égale à zéro. 


(16) 


Après la détermination de 4,4,” on a maintenant: 
(17) wi =4(x), w= L(x), w = (x), ®>,—=— A(x). 
La substitution de ces valeurs dans le système (95) conduit, 
en désignant pour plus de commodité,: 


Bu = Br Bir=B» Ba 5Ps Bo= Bh 


(18) A=, Ba — BBs , 


au système: 


LO N 


a h -z (Bau + B34) =0 
ip A — B,1) =0 
fo 


= z(= B,A— Bu) =0. 


Ce système, en éliminant le coefficient » tiré de l’équation 
(12), prendra la forme: 


2 
f— hits À) 0 
ne fog w+ fyi) =0 
fa + + ar +a)=0 


+ F006 14. 8, p)=0 


(19) 


AF 
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Le système (19) est un système complet de Jacobi (on 
le vérifie sans difficulté), il posséde donc des solutions non 
triviales (non constantes). Nous laissons de côté les détails 
de l'intégration du système (19). Remarquons seulement que 
nous devons nous souvenir de ce que 4 et u ne sont pas 
indépendants 4 cause de la relation (14.) 

Après avoir intégré le système (19), nous trouvons I’inté- 
grale particulière 
(20) nae B, A(x) + bzu (x) 

Bs A(x) + B, (x) 


En vertu de la théorie générale, l‘intégrale générale sera 


(21) Beg LL A(x) + Bp =| 
B34 (x) + Bu (x) ? 
où g (u) désigne une fonction arbitraire de la classe C. 

Il faut maintenant revenir du système (19) à l'équation 
fonctionnelle des objets géométriques, c’est-à-dire à l’équa- 
tion: 

(22) f { FC dj, A, A, ay), fr ba bz B, } = 

= f [x, Ba + Bas, Ba, + Ba, Bsa, + Paa, B30, + By a]. 
On sait seulement que, dans nos hypothèses, toute so- 
lution de l'équation (22) doit vérifier le système (19) et 
que le réciproque n’est pas nécessairement vrai. Remar- 
quons d’abord à ce sujet que la fonction f doit remplir la 
condition supplémentaire, à savoir 


(23) f(x, 1, 0, 0,1) =x. 


Si nous tenons compte dans (21) de la relation (23), nous 
obtenons la condition: 


(24) p [a3 ]=* 


Les équations (24) et (14) donnent: 


(25) dar ESC 
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ce qui montre (u0) que la fonction est reversible et 
qu’ elle est, notamment, la fonction inverse de la fonction 
® (x) déterminée par la relation: 


ME 
(26) ® (x)= 7G) 


La fonction g est donc déterminée univoquement à l’aide 
des fonctions 2 et u, c’est-à-dire à l’aide de la fonction 
u (x) et de la constante C. 

Le fait que la fonction u(x) dans la formule (21) es 
arbitraire suggère l’idée que la foction @(x) définie au 
moyen de la formule (26). peut être choisie d’une façon 
arbitraire. Examinons cette hypothèse. Remarquons que 
la fonction f définie par la formule (21) peut être, à cause 
de (26), exprimée de la façon suivante: 


=e {Bs (x) + b2 
en it lbs D (x) + à : 


Les paramètres fı, b2, Ps, Ba étant arbitraires, on conclut 
que la fonction ọ (u) doit avoir le domaine d’existence non 
borné. La question se pose si la fonction y peut avoir des 
points où elle mest pas définie. Or, s’il existe un seul et 
unique point uo d’ indétermination, alors il est possible de 
construire une fonction ø (u) possédant au point uo une 
discontinuité (ne pouvant pas être supprimée) et reversible 
en même temps dans tout le domaine d’existence. Par 
contre, il est impossible de construire une telle fonction y 
possédant au moins deux points d’indétermination. Par 
conséquent, le domaine d’existence de la fonction ọ est 
identique avec l’intervalle (— œ, +œ) tout entier ou bien 
avec l’intervalle (— œ, + œ) privé d’un point w. Le réci- 
proque est aussi vrai Nous pouvons énoncer notamment 
e suivant 


Théorème. @(x) étant une fonction arbitraire, con- 
tinue et reversible, définie dans un ensemble ouvert 
E se composant d’un seul intervalle (fini ou infini) ou 
bien de deux intervalles contigus, si l‘ensemble des valeurs 
de la fonction © est l'intervalle (—~, +) ou bien 
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Vntervalle (— œ, + œ) privé d’un seul point, si ọ (u) est la 
fonction inverse à la fonction (x), alors la fonction f, 
définie par la formule (27) satisfait à l'équation (22) et à la 
condition (23). 

La démonstration est simple. En substituant (27) dans 
(22) nous obtenons: 


RE eee et aoe Reais 


Puisque la fonction y est reversible et que ®[y (u)] =u, la 
derniére équation est équivalente 4 la suivante 


a D (x) +a 


fi as D (x) + o th _ (Bit Bras) D (x)+ Bi a+ Bo a 
a; D (x) + a (Bs a1 + By as) D(x)+ By ae + Pa as 


Bs a(x) ta | Oe 


qui est une identité presque évidente. 


Par là même notre proposition est démontrée et dans 
le cas (7) tous les objets sont ainsi déterminés. 


Remarquons que pour les objets obéissant a la loi de 
transformation (27) il existe les systèmes de coordonnées 
dans lesquels l’objet ne possède pas de composante. Appel- 
lons tels systèmes „exceptionnels“. xo étant la composante 
de l’objet dans un système non exceptionnel, prenons une 
transformation (donnée à l’aide des paramètres fı, b2, Bs, Ba) 
telle qu’on ait f; ® (xo) + f= 0. Alors cette transformation 
conduit à un système exceptionnel. Un cas analogue se 
présentera si la fonction (u) possède un point d’indéter- 
mination u et si les paramètres f; définissant la transforma- 
tion remplissent l'équation: 


Bs ® (xo) + Bo __ 

Bs È (xo) + fa 
L'ensemble des transformations qui conduisent d’un système 
exceptionnel quelconque à un autre système exceptionnel 
forment un sous-groupe du groupe général donné. 


uo. 
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§ 3. Considérons maintenant deux cas particuliers. 
I. Posons u(x) = — x?, C—0. On a alors 
RE SN ZL 
AGA = es NC pu) = 7 
et 
= as 2 + B “x 
28 — = XPs— x Pa Bs + Bar x +210). 
(28) f — xf, — xp, bi + Bo- * (x Æ 0) 
Etant donné un vecteur contrevariant arbitraire v‘, si l’on 


pose 
2 


(29) x = ; 


nous obtiendrons précisément l’objet géométrique qui se 
transforme d’aprés la régle (28). 


II. Posons x(x) = — 1, C = 0. 
On obtient dans ce cas 
A(x) = x, (x) = — x, p (lu) =— u 
et par conséquent 
(30) pit See NUP ea fia) LO Paw Ba 


ips pay on a 
Etant donné un vecteur covariant arbitraire w, si l'on 
pose 
(31) i s= 2, 


Wi 


nous obtiendrons précisément l’objet géométrique dont la 
composante x se transforme d’après la règle de transfor- 
mation (30). 


§ 4 Le fait que parmi les objets trouvés sont les 
quotients des composantes du vecteur nous suggére le pro- 
bléme suivant: soit un vecteur arbitraire, p. ex. un vecteur- 
densité contrevariant donc un objet 4 deux indices 1 pour 
lequel la règle de transformation est : 


D = A” (bv + fd) 
CI rae T TARA NE 
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Demandons nous quelle doit étre la fonction 


(33) FE) , 
pour que 
(34) w =F (v',v’) 


soit un objet géométrique de première classe à une composante. 
Si l’on suppose que w soit un objet du type 4, on arrive 


trés vite 4 la contradiction. En effet, cette supposition con- 
duit 4 la relation 


(35) F14" (bi E+ Ben), A" (BE + pany =yi A E IF CE, n) Y, 
où y est une certaine fonction reversible de classe C, et ¥ la 
fonction inverse de y. En posant dans cette relation A =1, 
on obtient 
(36) F (b1 + fon, Ps E + Ban) =F (È, n) 
et de là on arrive facilement à une seule condition restrei- 
gnante B, B, — fb; = 1 pour les variables £, et à la conclusion 
que F (é, n) doit être une fonction constante. On obtiendrait 
donc un scalaire, c’est à dire l’objet géométrique de la classe 
0 et non de la classe 1. 
Supposons maintenant que w, déterminé par la formule 
(34) soit un objet de second type, notamment 
i L Bi D wo a 
22 NV A Le A 
om Eo o[ eeat he 
c’est-à-dire 


(37) FLA" (ë+ Ben), A” (E+ b year cs alee 


Posons en particulier A =1 dans l’équation (37). Nous 
obtiendrons: 


F (Bi E+ fo 7, Bs E+ Bs n) =p 


ou, plus exactement, 


(6: DIF (6, »)] + fl 
los © [F (£, n)] + Bs 


Eb = 


Bi 


far En +b 
(38) FAE+ en pët RE eS TE 


Plas LF EDI+ RÉ 
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Différentions les deux membres de la relation (38) par 
rapport à fı et substituons, aprés la différentiation, Bi = 1, 
Be=$3=0. Nous obtiendrons: 


(39) E F,(é,n)—n Fo(é,n) = p (ECE, n)) + 2 - BIEC). 


En différentiant (38) par raport à fz, on aura après la sub- 
stitution fı =l, Po = fs = 0: 


(40) nF (€,n) = v IF(E,n)] . 


La différentiation par raport à fs et la substitution Pi: =1, 
B2= 6s =0 donne pareillement: 


(41) EF2(E,y) =— FE, 0)] > PIECE). 


En éliminant les dérivées partielles F, et Fə des équations 
(40) et (41), on aura après la substitution dans l’équation (39): 


Fig + L 9! .G2=2-q'- D 
1 3 j 


d’où en simplifiant par y[F(é,7)] 40, on obtient: 


(42) E + Lorn] = 201FG 00) . 
Il s’ensuit 

COM ole, D = + 

ou encore 

(44) Fed=o(-,) . 


Il n’est pas difficile de vérifier que si + désigne une fonc- 
tion reversible arbitraire d’une variable-indépendante, dans 
ce cas la fonction F(é,y) déterminée par l'équation (44) 
remplira l'équation (37). Ainsi donc nous sommes arrivé 
au résultat suivant: les seules fonctions des composantes du 
vecteur ordinaire (m=0) ou du vecteur-densité (m0) 
qui constituent l’objet géométrique de première classe, sont 
des fonctions homogènes (d‘ordre 0) de ces composantes. 

Un résultat analogue peut être obtenu pour les vecteurs 
covariants. 


REMARQUE SUR LE DIAMETRE TRANSFINI DES 
ENSEMBLES PLANS 


Par 
JERZY GORSKI (Kraków). 


Soit E un ensemble infini fermé et borné de points du 
plan, Zo Z;,..., Z, un système de n+1 points de E, V, la 


borne supérieure de produit 
Pit Za) = [az 
0<i<k<n 


lorsque, n étant fixe, les z; varient dans E et soit 


(1) No» Ni IQA Nn 
un système de points de E pour lequel V (m,.... 9) =V, - 
Supposons encore que les indices des points (1) soient choisis 
de manière que, si l’on pose 
(0) 
A; =n wle ln M4 | ies l...[m—1,l 
pour i=0,1,..., n, on ait 
ASSIS. CAN). 
Le système (1) sera dit n-ième système extrémal de l’ensem- 
ble E. On sait!) que les suites 
(n41) 

E (0) is ©) 40 í jl 

LV dr | eeN AA] 
tendent vers le diamètre transfini de E. Ce diamètre sera 
désigné par d (E). 


1) F. Leja, Ann. de la Soc. Polon. de Math. t. XVIII (1945), p. 5. 
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M. F. Leja a posé le probleme suivant”): Quel doit être 
l’ensemble E pour que la suite { V Yo \ tende vers la méme 


limite d(E) que la suite { V Ye } ? 
Ja vais démontrer que: 
Lorsque l’ensemble E est une somme des continus, on a 


: V (nr) __ 
Jim Z> =d(E). 
Au contraire, lorsque E contient des points isolés, on peut 
avoir lim inf V 49 > dE). 


Démonstration: 1°. Supposons d’abord que E soit 
une somme de continus donc?) d (E) > 0. L'ensemble complé- 
mentaire CE à l’ensemble E est une somme finie ou dénom- 
brable des domaines 

CE=D,,+D,+D,+... 
dont un, que je désigne par D,,, contient le point à l'infini 
(la somme D,+D,+... pouvant être vide). Soit F la frontière 
de D... D’après le principe de maximum les points %,..., 7, 
sont situés sur F et on a d(F)=d(E). Il est clair que FC E. 


Soit z un point quelconque de D... M. F. Leja a dé- 


montré‘) qu'il existe la limite lim Viz—n,|...lz—n, | et 
n->co 
qu’on a 
lim V |z—m|...1z—9,|=d(E) ef”, 
n-> 00 


où G(z) est la fonction de Green du domaine D,, avec le 
pôle z= œ. Par suite il existe aussi la limite 


(2) im V |z—#l...|lz—1,.1l=d(Œ)eS® pour ze D,,. 


2) F. Leja, ibid. t. XX (1947), p. 422. 

3) Ibid., t. XII (1933), p.57 — 71; voir p. 60. Le continu = l’ensemble 
borné, fermé, connexe, contenant plus d’un point. 

*) Ibid., t. XII, p. 68. 
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Désignons par E, la somme de tous les cercles |z—¢|<r 
lorsque ¢ parcourt E, par (D), celui des domaines com- 
plémentaires à E, qui contient le point z= œ et par F, la 
frontière de (D). Posons B, = C(D.), et désignons 
encore par OÔ(z,F) la distance du point z à la frontière F. 


Puisque F est une somme de continus la fonction G(z) 
tend uniformément vers 0 lorsque z (appartenant à D.) 


tend vers F, c'est-a-dire, à chaque s > 0 on peut faire cor- 


respondre un nombre r(e) tel qu’on ait 
(3) e° <1+e pour zeD,, et d(z,F) <r (e). 


Observons maintenant que la convergence (2) est uni- 
forme dans chaque ensemble borné et fermé situé dans 
D), donc la convergence (2) est uniforme sur la fron- 
itère Fẹ. Par suite à chaque n>0 on peut faire corres:l 


pondre un nombre N(7,F,,,) tel qu’on ait 
(4) V Iz— ml... lz — |< d (E) +7 
pour zeF,, et n>N(,F,,,). 

Il suit de (3) et (4) linégalité 


y |z— ml. zero) el" 
pourzeF,, et n>N (n,F re) 
donc 
max |z—|-.-|2~ Mal <d (BE) +e]+0 
Ze r(e) 


pour n>N(n,F,ç) et par suite 


lim sup V ed el da= a| SC! C3) Mera lar 


n— co 


Comme 7 > 0 est ee petit, on a 


(5) lim | sup V max|z— ml — 7, | <[1+eld(E). 


ze Fre) 


1) Ibid., t. XII. p. 68. 
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D’autre part, on sait que”) 
@) 
Ane = max |z— m |<.. | Z — nl- 


Puisque E C E,, C By et que F, .. est la frontière de B,,,, on 
a d’après le principe de maximum 


Me —y7,|...|Z— < -— == = 
A Serle lows \Z I eal Neca |Z Pail 


= max |z—m |.. -|z — 1, | 
zeFr(s) 


et par suite 
1/ m V 
VAE ma AG fea || 2 =m 
ZE Fy(e) 
Il en résulte d’aprés (5) que 


n n 
(6) lim sup V AE limsup V max |z—n|...| Zeal 
n-> © noo ze Frey 


< d(E) [1+] 
TG) n/ g0) : DR Oa 
et comme y A > VA et lim | VAR d(E) on a 
(7) lim inf y 4 > d(E). 
n — © 


Des inégalités (6) et (7) résulte immédiatement la formule 


im VAS dE), 


n —> CO 
car € est arbitrairement petit. 


2. Supposons maintenat que l’ensemble E soit composé 
du segment 0 < z < 1 et du point z=3 et soit %,...,7, le 
n-ième système extrémal de points de l’ensemble E. Le point 
z = 3 appartient quel que soit n = 1, 2,...à ce système. En 
effet, si l’on avait 0<7<m <...<7,<1 on aurait 

amener l dre ral 
où 7,—=3, donc étant 
V (ss, DA Š PAG ere 7): 
on aurait 


2) Ibid., t. XII, p. 64. 


94 JERZY GORSKI 
LAC PORN D a AC ARE Ve 
ce qui est incompatible avec l'égalité V,=V (m,..., 1,)- 
On sait!) que le diamètre transfini de notre ensemble E 


est égal à +. D’autre part, on a 


Ay > 1m laS 2 
donc V A” > 2 et par suite 


lim inf 40 >2>+ = d (Ð). 
n->Cco 4 


Panstwowy Instytut Matematyczny. 


1) M. Fekete, Math. Zeitschr. t. 32 (1930), p. 109. 
G. Szegé. Math. Zeitschr. t. 9 (1921), p. 254. 


SUR L‘EQUATION AUX DERIVEES PARTIELLES DE 
: LA DIFFUSION 


Par 
M. KRZYZANSKI (Kraków). 


1. Considérons l’équation normale aux dérivées partielles 
du type parabolique 


2 
M- F@= ee — a(x,y) gu — b(x,y) a c(x,y) u=0 


dont les coefficients a,b, et c sont continus dans une région 
illimitée T: — © <x< +œ, 0<y <h, le coefficient b y satis- 
faisant à la condition b(x,y) > B>0, £ étant une constante. 


Lorsqu'on pose a(x,y) = 1), b(x,y) = D: c(x,y) = 
= Sr), y=t, f(x) étant une fonction admettant la dé- 


rivée f(x) continue, B>0 et D >0 — deux constantes, on 
obtient l’équation de la diffusion sous l’action d’une force 
extérieure! f(x), à savoir 

OUVRE Cu UD ie t 
(D DES pr oul. 
Ceci met en évidence la relation entre l’équation (1) et la 
théorie analytique de la diffusion, 


2. On appelle I* problème aux limites pour l'équation (1) 
relatif à un domaine rectangulaire R: xı <x < X2, Yı SY < Ye 


1) Voir p. ex. M. Smoluchowski. Uber Brown’sche Molekular- 
bewegung. Annalen der Physik. Bd 48 (1915) p. 1103—1112. P. Frank 
und R. Mises. Die Differential- und Integralgl. der Mechanik und 
Physik, New-Jork 1943, Bd. Il, p. 593. 
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un problème qui consiste en la recherche d’une solution de 
l'équation (1) régulière” dans R et se réduisant aux fonc- 
tions continues donées sur les côtés de ce rectangle, exepté 
celui situé sur la caractéristique y=yə. On dit que le rect- 
angle R est régulier par rapport au I° problème aux limi- 
tes pour l'équation (1), lorsque ce problème est toujours réso- 
luble univoquement quels que soient les conditions aux 
limites (continues). 

Pour qu'il en soit ainsi, il suffit, en particulier, que les coefficients de (1) 
soient lipschitziens, b=1 et que a admette la dérivée a, bornée*), On 
peut ramener l’équation (1) au cas b=1 par un changement des variables 
indépendantes (voir le travail cité de M. Gevre y, p.371); lorsque b(x, y) 
est de classe C® (voir note”) le coefficient a dans l'équation transformée 
admet encore la dérivée a. bornée. 


J'ai démontré” que si les coefficients de (1) sont bornés 
et si, en outre, b(x,y) > B>0, B étant une constante, alors la 
seule solution de (1), régulière dans I’ (c’est-à-dire continue 
dans T et de classe C™ à l'intérieur de T), appartenant 4 la 
classe E> de fonctions u(x,y), tels que | u(x,y)|< Me™” (M et 
Ko étant deux constantes positives), s’annulant pour y = 0 
est u(x,y)=0. 


Si, en outre, la fonction continue œ(x) appartient à la 
classe Ez et la hauteur de I est assez petite, alors la suite 
{u,} de solutions de l’équation (1), régulières dans les rec- 
tangles R,: —n<x<n, 0<y<h et satisfaisant aux condi- 
tions: u,(x,0)= (x), u,( + n,y) =¢(-En) converge dans I 
vers une solution u(x,y) de (1), régulière dans I et satisfai- 
sant à la condition initiale u(x,0) = g(x). 


2) C'est-à-dire continue dans R et de classe C®) (admettant les déri- 
vées du 2™° ordre continues) à l’intérieur de R. 

5) Voir M. Gevrey. Sur l’équation aux dérivées partielles du type 
parabolique. Journal de Math. pures et appliquées, ser 6, vol. 9 (1913), 
p. 305—471, en particulier, p. 380. 

4) M. Krzyzanski. Sur les solutions de l’équation linéaire du type 
parabolique, déterminées par les conditions initiales. Ann. de la Soc. Polon. 
Math. t, 18 (1945), p. 145—156. Note complémentaire, t. 20 (1947). 
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Dans le présent travail je passe aux solutions de l’équa- 
tion (1), discontinues sur la caractéristique y—0. Des telles 
solutions admettent une interprétation évidente dans la théorie 
de la diffusion et des processus stochastiques. 

Je démontrerai d’abord certains théorémes généraux pour 
en déduire ensuite des critéres particuliers d’unicité et d’exis- 
tence de telles solutions. 

3. Soit E un ensemble fermé, situé sur la caractéristique 
y=0; désignons par CE son complémentaire (par fapport 
a cette caractéristique). On dira qu’une fonction u(x,y) est 
une solution de l’équation (1) régulière dans T — E, lorsqu’elle 
y est continue, elle est de classe C® à l’intérieur de T et y 
satisfait à l’équation (1). 


Théorème I. On suppose que u(x,y) est une solution 
de l'équation (1) régulière dans T — E, 2° on a u(x,0)=0 
sur CE, 3° il existe une fonction K(x,y) continue et posi- 
tive dans I — E, de classe C® à l'intérieur de T et telle 
que l'on y a F(K)<0, 4° on a lim ulx,y):K{x,y) = 0 
lorsque le point P(x,y) > Po(xo,0) e E et lorsque |x|-c:; 
alors u(x,y)=0 dans T —E. 

Démonstration. Posons 

DORE a K (x,y) dans T— E 
aux points de E. 

La fonction v(x,y) est ainsi définie partout dans T et 
on a v(x,0)=0; cette fonction est, en outre, de classe OS 
à l’intérieur de T et constitue dans I’ une solution régulière 
d’une équation du type En Lio 


(2) E EEA ere ae — b(x,y) ge — c(x,y)v = 0, 
avec: 
(3) C(x, y) = “TK == J F(K)>0, b(x,y)>ß>0. 


D'après lhypothèse 4° on peut choisir un nombre positif oo 
de sorte que l’on ait |v (x,y)|< € pour |x|>@. Considérons 
le rectangle Ro:— 0< x<, 0<y<h. En vertu de (3), la 
borne supérieure de v (x,y) dans Ro, si elle est positive et 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 7 
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la borne inférieure, si elle est négative, sont atteintes sur 
les côtés de Ry non situés sur la caractéristique supérieure 
y=h. Or ona: |v(4e, y)|<e et v(x,0)=0. Ilen 
résulte que |v(x,y)|<e« partout dans Ry, en suite de quoi 
(e étant petit à volonté) v(x,y) =0 partout dans I’, c'est 
à dire u(x,y)=0 dans T—E. 


Il en résulte aussitôt l’unicité de la solution de (1) ré- 
guliére dans T — E, telle que — 


(4) u(x,0) = (x) pour x e CE 


dans la classe de fonctions satisfaisant à l’hypothése 4° 
du théoréme I. 


4.. On va démontrer maintenant un théorème analogue 
au th. III de mon travail, concernant les équations du type 
elliptique®. Ce théorème admet des applications impor- 
tantes dans la théorie des processus stochastiques”. 


Théorème II. On suppose que 1° {p (x)} est une su- 
ite de fonctions continues pour —œ<x< +œ, tels que 
lim 7, (x) = p(x) sur CE et {u,(x,y)} une suite de solu- 
n->Co 


tions de l’équation (1) régulières dans T et telles que u,(x,0)= 
= p(x), 2° il existe une fonction K (x,y), continue et po- 
sitive dans T — E, de classe C® à l'intérieur de T, telle 
que l’on ya F(K)<0 et que lim K(x,y)= œ, lorsque 
P (x, y) > Po (x0,0) € E et lorsque|x|-,3 on a lim| Pa (x)— 
— p(x)| : K(x,0) =0 sur CE, cette convergence étant 
uniforme, 4 <> 0 étant arbitrairement choisi, on peut déter- 
miner un nombre 0 > 0, fel que l’on ait: 

|u,(x,y)| : K(x,y) < « 
pour |x| > o et n=1, 2,..., 5° chaque rectangle détaché 
de I par des parallèles aux axes des coordonnées est ré- 


5) Voir le travail cité de M. Gevrey, p. 372. 

5) M. Krzyzanski. Sur les solutions de l'équation linéaire du type 
elliptique... Studia Math. XI, p. 95—125. 

7) Voir p. ex. A. Kchintschine. Asimptoticzeskije zakony ticorii 
wierojatnostiej, Moskwa, 1936. W. Feller. Zur Theorie der stochastische 
Prozesse. Math. Annalen t. 113 (1936) p. 113—160. 
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gulier par rapport au 1* problème aux limites pour !’équa- 
tion (1). 

Alors il existe lim u,(x,y) = u(x,y) partout dans I — E, 

n->co 

la convergence étant uniforme dans tout ensemble fermé, 
borné, contenu dans I — E. 

La fonction u(x, y) constitue dans T—E une solution ré- 
guliére de l'équation (1), satisfaisant à la condition initiale (4). 

Démonstration. Posons v,(P) = u,(P) : K(P) pour 
P eT — E, v,(P) = 0 dans E, (où l’on a désigné par P le 
point (x,y) ). 

Il résulte de ’hypothése 3° que e > 0 étant arbitrairement 
choisi, on peut déterminer un nombre N > 0 tel que 


(5) |v,(x,0) — vx, 0)| <2e pour p>N, q>N. 
D’aprés l’hypothèse 4°, on a 

(6) | v(x, y) — v(x, y) | <2 

pour |x|>e, p.q = 1, 2,.... 


Considérons un rectangle R:—r<x<r, 0<y<h, où 
l'on ar>e. L'inégalité (6) subsiste sur la partie de son 
contour, non située sur la caractéristique y =h, pour p> N 
et q>N (puisque pour y=0 on a (5)). 

Or v,{x, y) satisfont à l’intérieur de T' à l'équation (2), 
où l’on a c>0 et b>0. L'inégalité (6) subsiste donc par- 
tout dans R. Comme r peut être choisi grand à volonté, 
on en déduit la convergence de la suite {v,} partout dans 
T, en suite de quoi il existe lim u,(x,y) = u(x,y) partout 
dans T—E; la convergence étant uniforme dans chaque 
ensemble fermé, limité, contenu dans l'—E, la fonction 
u(x,y) y est continue et satisfait 4 la condition (4) pour 
y=0. 

Il reste à démontrer que u(x, y) satisfait à l’équation (1) 
à l’intérieur de T. 

Or, soit Po(xo, yo) un point quelconque situé à l’intérieur 
de I et Ro un rectangle détaché de I par la caractéristique 


Tha 
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y =F (Y < yo) et les droites x= xı et x= xə (xı < xo < xə), 
contenant Py à l’intérieur. Soit ū(x,y) une solution de 
léquation (1), déterminée dans Ro et coincidant avec u(x, y) 
sur la partie So du contour de Ro, constituée par les côtés, 
non situés sur la droite y =.h. 

Une telle solution existe en vertu de l'hypothèse 5°. On 
va démontrer que ä(x,y) =u(x,y) dans Ro. A cet effet on pro- 
cède comme à la fin de la démonstration du théorème III 
dans le travail cité dans la note® . 


On pose notamment: 
V(x,y) = ü(x,y) : Klx,y) 


et on observe que, s>0 étant arbitrairement choisi, on 
a pour n assez grand 


(7) |u,(x,y) — a(x,y)| < e sur So 
et 

(8) |u,(x,y) — u(x,y)| < e dans Ro, 
en suite de quoi 

(9) | v,(x,y) — Vix,y)| <'e:@0 sur So, 


wo désignant la borne inférieure de K(x,y) dans Ro. Or 
v,—V satisfait dans Ro à l’équation (2), en suite de quoi 
l'inégalité (9) subsiste partout dans Ro. Il en résulte que 


|u,(x.y) — alsey)| <e- 20, 
wo 


Q, étant la borne supérieure de K(x, y) dans Rọ; en tenant 
compte de (8), on en déduit ľinégalité 
Q 
ED — ay <e (1 7 ak 
Or « étant petit 4 volonté, on a u(x,y) = a(x,y) partout 
dans Ro. 


Remarque. L’hypothése 3° est réalisée en particulier, 
lorsque {¢,} satisfait aux conditions suivantes: 


1° F étant un ensemble fermé, contenu dans CE et € un 
nombre positif, arbitraire, on peut choisir un nombre N >0 
de sorte que |y,(x) — g(x)| < ¢ pour n>N et x e F; 22 
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étant un nombre positif arbitraire, il existe un nombre 
ô >0 tel que si xo € E, l'inégalité: 
[x OC) 
entraine: 
| p(x) | : K(x,0) < e et |p(x)| : K(x,0) < z 
pour tout xe Exe CE ct n= 2)... 


5. Comme on l’a déjà signalé, le théorème II est lui — 
méme appliquable dans la théorie des processus stocha- 
stiques. On en peut déduire un théorème d’existence en 
construisant effectivement la suite {y,(x)} conformément 
aux hypothéses du théoréme II. Ceci exige des hypothéses 
supplémentaires, concernant la fonction (x). 

‘En particulier, la construction effective de la suite 
{g,(x)} conforme aux hypothèses du théorème II est tou- 
jours possible, lorsque la fonction g(x) est bornée. Soit, 
en effet, M la borne supérieure de g(x) dans CE. Dési- 
gnons par G, l’ensemble des points xeCE, tels que 
K(x, 0) >2M.n. Les ensembles G, sont ouverts, et leurs 
complémentaires, F, sont fermés. Posons: 9,(x) = g(x) : 
pour xeF, et admettons que 9,(x) varient linéairement 
dans les intervalles contigus aux F,, On a alors 


| p(x) — p(x)| : K(x,0) < 1/n pour xeG, 
P(X) = v(x) + pour xe F, 
c’est à dire: 


|p,(x) — px) | : K(x, 0) < 1/n dans CE. 


6. J'ai traité jusqu'à présent des solutions déterminées 
dans une région illimitée T. Or on peut procéder d’une 
manière analogue, lorsque l’on remplace la région T° par 
un domaine limité D, détaché de LF par deux courbes: 
x=y(y) et x—=7{(y), qui ne sont nulle part tangentes 
aux caractéristiques. Cette fois le procédé devient même 
plus simple, car on n’a besoin d'aucune hypothèse, concer- 
nant le comportement de K(x,y) à l'infini On suppose 
que les solutions cherchées de l'équation (1) se réduisent 
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aux fonctions continues le long de ces deux courbes. On 
a ainsi le premier probléme aux limites généralisé, les so- 
lutions cherchées devenant discontinues aux points d’un en- 
semble E, situé sur la caractéristique y —0. On peut traiter 
de même les problèmes analogues, relatifs à une demi — 
région I” qui constitue une partie de T, s'étendant a droite 
ou à gauche d’une courbe x= y(y). On cherche la solu- 
tion continue dans I” sauf aux points d'un ensemble E, 
situé sur la caractéristique y = 0. 


7. Dans les théorèmes qui viennent d’être démontrés 
intervenait une fonction K (x,y), jouant le rôle du diviseur ` 
amortissant (voir le travail, cité dans la note®, en particulier 
p. 110). Il est évident que la portée de ces théorèmes dé- 
pend de la possibilité de la détermination effective de la 
fonction K, relative à un ensemble donné E des discontinuités. 
La recherche des fonctions K dans le cas particulier, où E 
est contenu dans un intervalle de la caractéristique y = 0, 


` 


sera entreprise à présent. 


Je commence par l’étude de l'intégrale de Weierstrass 
généralisée. Supposons que l’ensemble E soit fermé, de 
mesure nulle et qu’il soit contenu dans l'intervalle fermé 
j=<— r, r>. On peut supposer que les extremités de 
cet intervalle appartiennent à E. 

Soit (x) une fonction continue et positive dans len- 


semble ouvert G =j — E, telle que 1° lim, B(x) = + ©, 


2° l'intégrale Í ə(x)dx soit convergente. On peut choisir 


(x) de façon que f d(x)dx = 1. 


Considérons l'intégrale 


In(x,y) = i U (x,y; s) &(s) ds 


8) Pour la construction d’une telle fonction voir S. Saks. Theory of 
the integral. New-York, 1947, p. 205. 
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avec 


U y: s) = | 


1 
= | 4y 


Il est évident qu’elle est convergente pour y > 0, car 


1 NE J 
Jo(x,y) < 5 Gy) à f à (s) ds. 


Elle est toujours positive. Quant au comportement de 
l'intégrale Jo(x,y) lorsque y>0, nous allons démontrer le 
théorème suivant. 


Théorème III. On a 


dD (xo) si xo € G 
lim Jo EE sixoeE 
Cy) > (x00) c 
0 si | xol >r. 


Démonstration. 1° Supposons que xe CE et soit ô 
un nombre positif, tel que 2 ô< inf |E— xol. Désignons 


par w, le voisinage de x» de rayon 6, c’est à dire l'inter- 
valle (xo— 6, x» + 6) et par «> celui de rayon 26. Soit 
Q= j si |xo|>r et = j— w si xo € G. 


Admettons que xew, Si sel, on a|x—s|>6 et par 


suite 


J uC Vis) oS ds CET 


© 
to 

© 
w 


CS 
; 


il à (s) ds < 
oe 1 y 0 Sey Vay 
de sorte que cette intégrale tend vers zéro avec y, pour 


xew, Il en résulte que si |xo|>r, on a lim Jo (x, v)=0. 
(x, y) > (xo, 0) 


Si xee G, on a 


In (x, y) = Ju vis) 8 (s) ds + f UG, y; s) 9 (s) ds. 


La fermeture de w ne contenant pas de points de E, la 
seconde intégrale tend vers ® (xo) pour y> 0, d’après le 
théorème classique de Weierstrass. On trouve donc 


lim Jo (x,y) = 8 (xo) pour xoc G. 
(x, x)— (xo 0) 
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Supposons en second lieu que x»¢E. Le nombre M >0 
étant choisi à volonté, soit à > 0 assez petit pour que l’on 
ait 8 (x) > M pour |x — xo |< ô. 
Alors, E étant de mesure nulle, on a: 
xo+é 
Suc. y; s) 0(s) ds > [U (x, y; 8) 8 (s) ds > 
xo—ô 
xo+éd z 


mfu (x, y; s) ds. 
xo—6 
1 
Or, en posant s = x + 20y?, on obtient 
xotô—x 
ae 1 2 
UG y: s)'ds= Yn a= e~” do. 


xo—5 2y1 4 


Supposons que | x — xo | Ze 3? alors 


xo+d 
Jue y;s)ds> ale e7* do 
4Vy y 
et on peut choisir le nombre 7 de sorte que 
Xo+ê 


U(x, y;s) ds>1 pour y < 7. 
x0—8 
On a donc: 


[UC y;s)ds>M 


NO 
pour |x«—xo| + y< min |, n]. 


8. Considérons le cas particulier, où l’ensemble E est con- 
stitué par un nombre fini de points isolés x? ) (p=1,2,...n). 
On peut choisir cette fois la fonction #(x) de sorte que la 


fonction J, (x,y) croisse pour y >0 plus rapidement que y + 
où a< 1, mais peut s'approcher de 1 à volonté. 
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A chaque point x? ) om fait correspondre un voisinage 
wp = (Xp — ô,» x)+6,), les nombres ô, étant choisis de façon 
que les intervalles w, soient non impiétants. On pose cette fois 


(x) = ò | x— xP | 0<a<l 


n 
lorsque xe, et 8(x)=1 pour xe i wp- 
p=1 
La fonction (x) étant ainsi définie, il est aisé d’étudier 
l'ordre de la croissance de J, au voisinage des x”. 
Comme 
(11) J, (x,y) > if U (x,y; s) H(s) ds 
2p 
il suffit d'étudier l'intégrale qui figure dans le second membre 
de l'inégalité (11). 
Pour simplifier les calculs on suppose que xP— 0 et on 
pose 6,=46<1. Alors 


f UGy;s) H(s) ds = & f UGy;s) CdSe 


p 


=2s PY e° k ool do ; 


Soit 
ô 8 
Ix|<5> y< 16 on a alors 


A 1 
f Uly; s) 2(s) ds > 20° fe |x tay! of do> 


wp SA 
> 288 (2y), 
où l’on a posé 


1 2 
g= fe “do : 
= 


106 M. KRZYZANSKI 


32 
Soit e un nombre positif inférieur à Té é (et à fortiori à D. 


SH ye on ne 


+y)i< 2. V 202, en suite de quoi J, (x,y) > if U (x,y; s) &(s) ds 


op 


ô AEA 
> Aaa g -o 2,desorte que J, (x,y) augmente eomme 


j 
nja 


, au moins, lorsque e>0 (ô étant fixé). 


9. Passons maintenant à la détermination du diviseur, 
amortissant K(x, y). 


On a besoin de faire plusieurs hypothèses supplémentaires 
concernant les coefficients de l’équation (1). 
On suppose notamment que le coefficient a(x,y) admet à 


l’intérieur de I les dérivées partielles du 1% ordre conti- 
nues et que b(x,y)=1. On peut alors par un simple chan- 
gement de la fonction inconnue” 


x 


u(x, y)=w (x,y). exp [3 f a(s,y) ds] 
0 


éliminer le composant, contenant la dérivée —— ow de sorte 


Ox’ 


que l’équation (1) se ramène à la forme 
(12) Fw) =o TE — 0 (x, y) w—0 3 


On suppose, de plus, que dans l’équation (12) le coefficient 
c1(x, y) est borné inférieurement par un trinôme du second 
ordre, plus précisément, qu’il existe deux nombres positifs 
A et B tels que: 


(13) C1 (x, y) > — (Ax? + B) 


partout à l’intérieur de T. 


°) Transformation de H. Block. Arkiv de Stockholm. Bd IV. 
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Posons 
J (x,y) = [as y) 2 (s) ds, 


ou le noyau 


N(x—s,y)= 


Ws exp I(— 75 +) @—9)* + ey], 
4 et r étant deux constantes positives, qu’on va choisir con- 
venablement dans la suite. 

L’intégrale J(x,y) se comporte de méme que Jo(x,y) lors- 
que le point (x,y) tend vers un point de la caractéristique 
y=0. En effet, comme |s|<r, on a |x—s|<|x|+r, 
par suite 
(14) U (x, y;s) < R(x, y3s)< U(x, y;s): eal twit, 
e WEE ly) E NONE d 
Il en résulte aue, lim I(x, y)=0 pour |xo|>r et que I(x, y) 
augmente nent Corine Jy (x, y), lorsque le point (x, y) 
tend vers un point de E. 

Enfin, si xoeG, soient œw, et «2 les intervalles introduits 
dans la démonstration du théorème III et 2 = j— wr. 


Supposons que xew, L'intégrale Î M (x,y;s) Hs) ds tend vers 
Q 


zéro avec y, en vertu de (14). Quant à l’intégrale étendue à 
wə, observons que si Sew on a |x—s|<46 et par suite 


[Uye ds< f (x,y; s)® (s) ds < 


2 


eno fu (x,y; s) 8 (s) ds. 
Ve 
Il en résulte que s>0 étant arbitrairement petit, on peut 
choisir un nombre 7>0 tel que 


To(x,y)—Ee<I(x, y) < TT y)+e pour y <q. 


Or 6 peut être choisi petit à volonté. Donc, en vertu du 


théorème III, 


lim J (x,y) = (xo) pour xeG. 
(x, y)—> (xo, 9) 
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Examinons maintenant F,(J). On a 
ah [R] =24(22—I/y) (x — s} +21—r—cı (x, y); 
en vertu de (11) on a 
=F, [R] <24 (24—1/y) (x—s)?+ (21—71) + Ax? + B= 


= 24(24—I/y) (x —s)?+(24—1)+ A(x— s) +2 As (x— s)+ 
+ As?+ B. 


Or 2s (x—s) < s?+(x—s)? et |s|<r, en suite de quoi 
Ta LR <214(24— 1/y) + A] (e— s}? + 2 Ar? + B+ 4—7). 


Posons 1= VA, t=2(Ar?+VA)+Bt+%, 


to étant un nombre positif arbitraire. Supposons, en outre 
que la hauteur h de la couche T satisfasse à l’inégalité 


eee 
3VA 
Alors: 
FIR] <—%0 <0 


et par suite 
F1 (J) = fa, [N] 8 (s)ds < — to (| N(x — s,y) (s) ds, 


c'est à dire 
(15) Fi OO) < —  J. 

La fonction J(x,y), augmentée d’une constante positive, 
satisfait à toutes les conditions qu’on imposait au diviseur 
K (x,y) aux n- ros 3—5, sauf à celle de tendre vers + © 
avec |x]. 

10. Dans le travail cité au n-ro 2 (note 4), j'ai intro- 
duit le diviseur amortissant, qui dans le cas des deux varia- 
bles indépendantes a pour expression: 

kx? 
H (x,y) = exp Fez 


+ vyl 


k étant un paramètre, u et v les fonctions de k. 
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La fonction H est positive; elle croît à l'infini au moins 
comme e***. On choisit actuellement les fonctions “(k) et 
v(k) de façon que l’on ait F,[H]<0. 

On a notamment 

1 C 2k  k(4k—) 
Ho De “d= py? 
en tenant compte de (11) on en déduit l’inégalité 


x?— y — ci(x,y); 


2k k 
ae H]< A| x? + BH», 
(16) + F [H]< ay ea = Cd |= i 
Posons 
= A Vis 
(17) u=4k+ 7 =B+ io +, 


h étant la hauteur de la région T, ro >0 arbitraire. 
On suppose que pe : 
Il résulte de (17) que 


K: A 
1 =~, (4k— — — + A<0; 
(18) G—ayy ( oe (— u y} 4 
d'autre part 
2k 2k 


ey T 
en suite de quoi on déduit de (16), en tenant compte de (17) 
et (18), l'inégalité: 
(19) F AIH — w. 


11. On peut passer maintenant à la détermination défini- 
tive du diviseur amortissant K (x,y). On pose notamment 
K (x,y) = J (x,y) + H (x,y). 

La fonction K (x,y) est continue dans [— E à condition 


1 1 
que h < min |—, ==]; elle est positive, croît au moins 
u 3VA | $ 


comme e*** lorsque | x |> + œ et tend vers + œ lorsque le 
point P(x,y) tend vers un point de E. On a, en outre, 
d’après (15) et (19) 

Fa (K) < — 70 ] — nn H. 
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On peut choisir vo =z. Alors: 
1 
K Fa (K) q = To < 0. 


La fonction K(x,y) satisfait ainsi à toutes les conditions 
qu'on a lui imposé aux théorèmes I et II. 


12. Dans le cas particulier de l'équation (1) de la diffu- 
sion sous l’action de la force f(x) le coefficient c:(x,y) dans 
l'équation réduite (12) a pour expression: 


c1(x,y) = is F JF 5 FC) | 
i i 


donc c1(x,y) > ID f (x). Pour que cı satisfasse à la condition 
113), il suffit que l’on ait 
f(x) > — (4 x? +B) 

(où A’ et B’ sont deux constantes positives). Cette dernière 
condition est en particulier satisfaite, lorsque la dérivée f (x) 
est bornée inférieurement. Ceci a lieu, en particulier, dans 
le cas de la diffusion sous l’action de la force élastique 
f(x)=— mx; ce cas fut traité en détail par Smoluchowski™. 


13. Précisons enfin quelques conséquences importantes, 
concernant l'unicité des solutions de l’équation (12) régulières 
dans l’ensemble T—E, l’ensemble E étant fermé, borné et 
de mesure nulle. 


Nous supposons que le coefficient c:(x,y) vérifie la 
condition (13). 


Soit, en premier lieu, w(x,y) une solution de l'équation 
(12) réulière dans l' — E, bornée à l’intérieur du rectangle 
Ro: —r<x<r, 0<y<h, de classe E en dehors de Ro. 
Plus précisément, on suppose l'existence des deux nom- 
bres M, et ko, tels que l’on ait 


| w(x,y) | < My et 


pour |x|>r. Supposons que w (x, 0) —0 pour xe CE. Soit 
K (x,y) le diviseur amortissant, déterminé aux n-ros 


. 


10) Voir la note). 
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9—11. Si l’on choisit k > ko dans l’expression pour H (x,y), 
on a K(x,y) >e*" et w(x,y) satisfait à l’hypothése 4° 
du théorème I (à condition que la hauteur h de I soit 
suffisamment petite, voir n-ro 10), en suite de quoi on 
a, en vertu du théorème I, w(x,y)=0 dans T—E. On 
peut donc énoncer le théorème suivant. 

Théorème IV: Si 1° le coefficient cı de l'équation (12) 
satisfait à la condition (13), 2° l'ensemble E est de mesure 
nulle, alors la seule solution de (12), régulière dans T — E, 
bornée à l’intérieur du rectangle Ro: —r<x<r,0<y<h, 
de classe E en dehors de Ro, s'annulant pour y=0 en 
dehors de E, est. w(x,y) =0. 

En particulier, la seule solution de (12) réguliére ef 
bornée dans T —E, s’annulant avec y en dehors de E est 
w(x,y) = 0. 

Il en résulte l’unicité, dans la classe de fonctions bor- 
nées dans T—E, de la solution de l'équation (12), déter- 
minée par la condition initiale (4). 

Supposons ensuite que l’ensemble E se compose d’un 
nombre fini n de points isolés: x), x?,... x. Si l’on 
choisit pour #(s) dans l'expression pour J (x,y) (voir n-ro 9) 
la fonction déterminée au n-ro 8, on déduit du théorème I 
le théoréme suivant: 

Théorème V. Si le coefficient cı de l’équation (12) 
satisfait à la condition (13) et si l'ensemble E est constitué 
par un nombre fini n de points: x‘), x®,...x™, alors la 
seule solution, de Il’équation (12), régulière dans T — E, 
qui 1° satisfait à l’intéricur du rectangle Ry a la condition: 


a 
|w(x,y)|<Mo[|x—x|+y] ? (p=1,2,...n) 
ou My ef a < 1 sont deux constantes positives, 2° est de 
classe E> en dehors de Ro, 3° s’annule avec y en dehors 
de E, est w(x,y) = 0. 
Les deux théorèmes qui viennent d’être énoncés, s’appli- 

quent en particulier à l’équation de la chaleur 

w _ ow 

kea OV 
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DIFFERENTIELLES ORDINAIRES AUX DEUXIEMES 
MEMBRES MONOTONES ET LEURS APPLICATIONS 
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TADEUSZ WAZEWSKI (Kraków) 


Considérons l’équation différientelle 
dy 


et supposons que la fonction g soit continue dans un en- 
semble ouvert 2. 

On sait que: 
a) Par tout point (fo, Yo) de © il passe une intégrale su- 
périeure bilatérale c.-à-d. définie à gauche et.à droite de to. 
Elle se laisse prolonger dans les deux sens jusqu'à la fron- 
tière de 2. 
a) Si AS) B=(f,b) sont deux ete de 2 pour 
lesquels a<b et y =ọ (t) est une intégrale quelconque issue 
de À tandis que y—=#w(f) et l'intégrale supérieure de (1) 
issue de B, alors on a ọ(t)< vy (t) dans tout intervalle dans 
lequel ces intégrales existent. 

De la il résulte en particulier que: 
as) Si pour les points À et B, introduits tout à l’heure, on 
a l'inégalité a<b alors à chaque intégrale y = o (£) issue de 
A correspond une intégrale y = y (t) issue de B, telle que 
p(t)< y(t) dans un voisinage bilatéral et suffisamment petit 
de to. 

Il se pose le problème de savoir dans quelle mesure ces 
propriétés a,, a et as se laissent étendre aux systèmes 


E E y AGEE O) 
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les fonctions g' étant, par hypothèse, continues dans un en- 
semble ouvert 2. 

Voici d'abord quelques définitions qui faciliteront le 
langage et l'écriture. 

Soient 

A(t. a, 22 as), (By o Oe) 

deux points, dont les premiéres coordonnées t, sont iden- 
tiques. Nous dirons que B majore A (ou A minore B) 
lorsque a,<b,, (i= 1,..., n). 


Une suite de fonctions 9, (#),..., P, (t) sera désignée, 
tout court, par ® (£) 
 €0=(,@,..., pa A) (3) 


Nous introduisons les notations 
D(t) = (pi ,..., pO) 
Y = (yi Yn) 
Le système (2) prendra ainsi la forme 


De gt, a GS a) (2 bis) 


La notation 
GY) = (g'@, Y),..., a4 Y)) 

permettra d’écrire le systéme (2) sous la forme vectorielle 

= GEY) (2 ter) 
Si Y(t) = (y, @,..., y,(f)) est une intégrale du système 
(2 ter), on aura 

XC) — Gt ee) 
On dira que le systéme (2 ter) majore le systéme 


d 
a= UN) NE AE) 
ou, tout court, le système 
(ay) (4) 
dt : 
dans 2 lorsque 
F(t,Y)<G(t, Y) (dans 2) 


c.-à-d. lorsque f! < g! dans Q. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIIT 8 
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Il sera commode de distinguer, relativement au systéme 
(2 ter), entre les intégrales supérieures (ou inférieures) 
à droite, à gauche et bilatérales. 


On dira que ¥ (t) avec ¥ (f) = (a, ,..., a,) constitue l’inté- 
grale supérieure à droite relative au point initial 


A=(t,, a,,..., a,) et à l intervalle t,<t<y 


lorsque, pour chaque intégrale @(¢) issue de A on a 
© (t)<¥(#) dans chaque intervalle t;<t<$<y dans lequel 
@(t) et Y (t) existent. 


Les définitions des intégrales supérieures à gauche et 
des intégrales supérieures bilatérales ainsi que des intégrales 
inférieures des trois espèces sont analogues. 

: La continuité das fonctions g! ne garantit pas l'existence de 
l'intégrale supérieure à droite. 


M. Fukuhara*) a envisagé les systèmes des équations 
(2) remplisant l‘Hypothèse K (cf. § 1) consistant en ce que 
la fonction g', (i—1,..., n), est continue et croissante au 
sens large par rapport à chacune des variables y,,..., y;_;, 
Yiyi» +++» Yn Séparément. 


M. Kamke**) a donné une simple démonstration de ce 
que, sous l'Hypothèse K par tout point A de 2 il passe une 
intégrale supérieure 4 droite relative 4 A et 4 un intervalle 
to <t< B laquelle intégrale tend vers la frontière de 2 lorsque 
t tend en croissant vers f, (B< + œ). 


Or, dans cette hypothèse, ce théoreme n’est pas tout à fait 
strict (cf. l’'Exemple du § 3)***), cest pourquoi nous avons 
cru utile de revenir à sa démonstration basée sur la même 
méthode, abstraction faite de quelques modifications. Ce 
théorème devient strict lorsque l’on admet accessoirement 
que l’ensemble 2 jouit d’une certaine Propriété P (cf. § 1). 


*) Japanese Journal of Mathematics 6 (1930) p. 269—280. 

**) E. Kamke. Zur Theorie Gewéhnlicher Differentialgleichungen II. 
Acta Mathematica 58 (1932 p. 57—85. Satz 7. 

***) Dans cette hypothése ne subsistent que certaines propositions de 
caractére local (cf. Propositions 3 et 4 du § 3). 
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Une remarque critique du méme genre se rapporte au suivant 
théorème de M. Fukuhara traité aussi par M.Kamke****): 
Si le système (2 ter) satisfait à l'Hypothèse K (dans 9), 
majore le système (4) et A<B alors l'intégrale supérieure 
à droite du système (2 ter) issue de B majore toutes les 
intégrales @(f) du système (4) issues de B (cf. l'Exemple 
du § 6)*****), Ce théorème devient juste lorsque l’on admet 
accessoirement la Propriété P relativement 4 2. 

Nous démontrons un théorème plus général bien maniable 
dans certaines applications: Si le système (2 ter) remplit 
l'Hypothèse K et 2 jouit de la propriété P et lorsque l’on 
a, pour une courbe continue Y = @(f) issue de A vers la 
droite, 


D+ 6@ < GE, &()*) (65) 
alors on a, à droite de A, 
D(t) < Y(t) (6) 


ou ¥ (t) désigne l'intégrale supérieure à droite de (2 ter) issue 
de A (Théorème 2 du § 1). 

Ilse pose le problème de savoir si l'Hypothèse K associée 
à la Propriété P représente l'hypothèse la plus générale dans 
laquelle a lieu la limitation fournie par ce théorème. La 
réponse, obtenue dans une voie bien simple, est positive au 
sens précisé par le théorème suivant (Théorème 3 du § 2): 

Si 1°) les fonctions g' sont continues dans 2 ouvert qui 
jouit de la Propriété P. — 

2°) pour toute couple de points A et B appartenant 42 et 
tels que A<B et à toute intégrale @(f) du système (2 ter) 
issue de A**) correspond une intégrale ¥ (t) du même système 


issue de B, telle que 
(t) < Y(t) (7) 


*ee*) E. Kamke I. c. Satz 9. 

**2%%) Ce théoréme peut n'être pas juste dans aucun voisinage à droite 
de A, tout petit qu'il soit. Il n’est donc pas juste mémé au sens local. 

*) On a, par définition, D+® (t) = (D+ 9, (É), ..., D+ 9, (t) où 
D + 9;(s) désigne le nombre dérivé inférieur à droite de 9; (¢). 

**) Ceci veut dire que ®’(t) = G (f,® (#)). Si l’on remplace cette égalité 
dans l'énoncé du présent théorème, par l'inégalité (5), l'inégalité (7) reste 
vraie a fortiori. 
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dans un petit voisinage à droite de A et B, alors le système 
(2 ter) remplit l'Hypothèse K dans 2. 

Si nous supposons en plus que l'inégalité (7) ait lieu dans 
un voisinage bilatéral de A et B alors (cf. Théoréme 4 du § 5) 
le systéme (2 ter) est forcément de la forme 


d Yi i e 
dE EE Yi), (i=l, ..., n) (8) 
où la fonction gi ne dépend d’aucune des variables yi, ..., 


Yi-1» Vit1» Yn- 

Ce systéme présente une ,,juxtaposition des n équations 
dont chacune séparément présente une équation 4 une fonc- 
tion inconue. 

Nous voyons ainsi que la propriété a; d’une seule équa- 
tion différentielle, relative au voisinage bilatéral, ne peut pas 
être étendue aux systèmes d’équations différentielles à l’ex- 
ception du cas banal d‘une juxtaposition des équations à une 
fonction inconnue. 

On voit aussi que, pour 2 jouissant de la Propriété P 
ce sont exclusivement les systèmes d'équations différen- 
tielles remplissant l’Hypothèse K qui se prêtent à une 
majoration des intégrales de tous les systèmes minorés dans 
un voisinage à droite du point initial. *) 

En posant t= —7+ dans l'équation (2) on obtient un sys- 
tème 

d 4 
Tt S= h (6 Yrs Ya) 


tel que la fonction h‘, (i=1,..., n) est décroissante au sens 


large relativement à chacune de variables y,,..., Yii Yip -+ Yn 
Pour les intégrales de ce système auront lieu les pro-- 
priétés analogues dans un voisinage à gauche du point 
initial. . 
Nous appliquons le théorème relatif à l'inégalité (5) à la 
limitation des modules d’intégrales (§ 8 et 9) et nous en 


*) C’est une simple conséquence du Théorème 3 du § 2. 
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déduisons un critére d’unicité (§ 10) consistant 4 la compa- 
raison d’un systéme avec un autre. 

Dans le § 9 nous indiquons une méthode de solution 
approchée des systémes d’équations différentielles et de la 
limitation de l’erreur. A titre d'exemple nous donnons une 
limitation (meuilleure que les limitations courantes) de l’er- 
reur que l’on commet en supprimant dans le développe- 
ment de Taylor des seconds membres d’un système, les 
puissances supérieures à 1 et en considérant les intégrales 
du système ainsi simplifié comme solutions approchées du 
système primitif. 

Le terrain d'applications des inégalités différentielles 
traitées dans le présent travail est vaste. 

Nous avons énoncé certains propositions moins géné- 
rales sur ce sujet dans nos travaux antérieurs et nous les 
avons appliquées à: 
1°) la limitation du domaine d'existence des intégrales des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre, **) 

2) problème d’unicité et de la limitation des intégrales des 
équations aux dérivées partielles du premier ordre et de 
certains systèmes de telle sorte, ***) 

3) problème d'existence des intégrales de certains systèmes 
d'équations aux dérivées partielles du premier ordre, ****) 
4) la limitation du domaine d’existence et des modules des 
intégrales des systèmes d'équations différentielles ordinaires 
dans le domaine des variables complexes. *****) 


Un théorème remarquable rentrant dans le même ordre 
d'idées a été trouvé par M. J. Mikusinski*) et 
appliqué à un problème constituant une généralisation du 
problème de Sturm. 


**) Ces Annales T. XII (1933) p. 8 et T. XIII (1934) p. 3. 

***) Rendiconti dei Lincei T. XVIII serie 6, 2° sem, fasc. 9 (1933) 
p. 373. Annali di Matematica T. XV (1936—37) p. 1. 

****) Ces Annales T. XV 1936 p. 103. 

*****) Ces Annales T. XVI (1935) p. 97. 

*) J. Mikusinski. Sur un problème d’interpolation pour les intégrales 
des équations différentielles ordinaires (Ann. Soc. Polon. Math. T. XIX 
p. 165). 
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M. J. Szarski**) a démontré que l'inégalité (6) sub- 
siste lorsque l’on remplace l’inégalité (5) par l'inégalité 
D, (8) < G (t, eo) 


et lorsque l’on suppose que cette inégalité ait lieu presque 
partout, que les fonctions de la suite (¢) = (p; (F),...,p, (©) 
soient absolument continues généralisées au sens plus large 
et le premier membre de cette inégalité designe la suite 
des dérivées approximatives des fonctions ¢i(#). 


§ 1. Systémes aux deuxiémes membres croissants. In- 
tégrales supérieure et inférieure. Théorémes sur les iné- 
galités différentielles. 


Hypothése H. 1°) Les fonctions 
EEV VAT. 22) (1, 1) 

sont continues dans un ensemble ouvert 2 de l’espace des 
points (t, y',,.., y"), 2°) Si, pour un i quelconque (i= 1,..., n) 
les points 

Ay = (6,8, 065 81 Cy Bg yy 029 Bp) 

Bib be, bebe) 
appartiennent à 2 et 

Be aloe veel eed ted E"n) 


alors À 
f(A) < P(B). 


Hypothèse K. 1°) La fonction f', (cf. 1, 1) est continue 
dans un ensemble ouvert 2, 2°) Elle est une fonction crois- 
sante (au sens large) de chacune des variables y!,..., yi, 


y!#H,..., y” séparément. *) 


Remarque. L’ Hypothèse H a pour coséquence l’Hypothèse 
K. L’inverse n'est vrai que pour une classe tout-à-fait spéciale 
des ensembles 2. 


**) J. Szarski. Sur un système d’inégalités diffférentielles (Ann. Soc. 
Polon. de Math. T. XX. p. 126). 

+) C-à-d filt yt.. yi, ki, yiH,..., yn) filt yis.. yi , 
Yl sacs y") lorsque i + j et kiss, On ne suppose pas que fi soit 
croissante relativement à yi et f. . 
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Afin de caractériser une telle classe nous introduirons 
la notion suivante. 

Soient P= (r, p',..., p), Q—(r, q',..., q ) deux points 
du plan {—7+. On dira que 

P<Q 

lorsque p' <q’, (i=1,..., n). On dira qu’une ligne polygonale 
des sommetsA,,..., A, situés dans un plan {—7 est simple- 
ment croissante lorsque 4,<,4,,,,(v—1,...,r—1) et lors- 
que chaque segment [A,, A, y) est parallèle à un des axes 
We on ae 


Propriété P. Nous dirons qu’un ensemble ouvert 2 de 


l’espace des points t, y',..., y” jouit de la Propriété P lorsque 
toute couple des points 
A= (8) 8j,0 55 9 Bj—1 Cr Bjygy >) By)s 


B=(z,b,,..., bieb FE np BBE) 
apartenant 4 2 et tels que A<B, se laisse joindre par une 
ligne polygonale simplement croissante qui est contenue 
dans 2. 

La Propriété P a lieu lorsque, en particulier, pour chaque 
couple de points P, Q, (P <Q) de la section de 2 par un’ 
plan quelconque {= 7, le segment [A, B] fait partie de 2. 

L’ensemble 2 jouit évidemment aussi de la Propriété P 
lorsque chaque section de 2 par le plan t= c constitue un 
paralellépipéde 

—o<a(c)<y,<B(c)<+ ~**) 

On a évidemment la 

Proposition 1. Pour tout ensemble 2 jouissant de la 
Propriété P les Hypothèses H et K sont. équivalentes. 

Proposition 2. Dans le cas n = 1 ‘les Hypothèses H et K 
sont évidemment vérifićes pour tout ensemble Q des points 
(£, yı). 

Dans le cas n= 2 les Hypothèses H et K sont évidem- 
ment équivalentes pour tout ensemble 2 des points (t, y1, Yə). 


**) Ce paralellépipède peut coincider, en particulier. avec le plan t=c 
tout entier. 
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. Lemme 1. Admettons lhypothése H relativement aux 
deuxiémes membres du systéme des équations différentielles 


dy E T Eby...) G=L...,n (1, 2). 


Nous supposons en plus que la courbe 
O n) 
envisagée dans l'intervalle 
<t<a CIS) 
soit contenue dans 2 et continue dans cet intervalle et que 
= O CEE a) 
soit une intégrale du système (1,2) définie dans le même 
intervalle c.-à-d. que 
dF jil 9 O,..., g (D), G=1,..., n) 
Ceci étant admis on a les propriétés suivantes: 
I. Si pour i=1,...,n 
y (to) < g (fo) 
Dy’ (t) < f(t, y@,..., Y"), (to<t<a) 
D-y' (<fi (t, yt ®,...., YO), (fo <t<a) 
alors pour les mêmes indices i 
pi (t) < g (£), (fo<t<a) (1,4) 
II). Si pour i=1, 
Yi (fo) > g (to), 
D y OSTE v'@®, ..., w"@®), (fo <É< a)*) 
DEMORE ¥,@, ..., vO), Go<t< a) 
alors pour les mêmes indices i 
YO > p(t), (fo <É< a) 
Démonstration. Pour un ¢>0 suffisament petit l'inégalité 
(1,4) a lieu dans l'intervalle fo < to + €. C’est évident pour 
les indices i pour lesquels y'(to) < y(fo). C'est aussi vrai 


*) D+} y; D—w désignent respectivement les nombres dérivés su- 
périeurs à droite et à gauche, D+ y, D— y les nombres dérivés de y 
inférieurs à droite et à gauche. 
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lorsque wo) = (fo) car on a D+ y! (to) < 

Fi (to, p'(to),..., wo (to), vi (fo), vit (fo), -.., p” (to)) = 

Fi (to, y' (to),..., wi (fo), op (fo), wit! (fo), ..., wy" (ho) < 
fi (fo, p! (fo),..., po), po), git! (fo), .-., (ho) = 


(ae). to 


Il en résulte que D, (p' (1 — (8), n<, v' (to)—¢' (fo) = 0 
et, par suite, on a pour un ¢>0 suffisamment N yi (t)— 
— pi (t) <0 lorsque fo < £< to +e et i=1, n. 
Supposons que pour un # 
to <tot+e<t<a 
le système d’inégalités (1,4) ne soit pas rempli et désignons 
par fı la borne inférieure de tels ¢. On aura 
to < Éo + e<t<a 
yi (t) < ø (t), G=1,..., n) 
WOS @) [pour i=1, ..., net O E E (1,5) 
et, pour un certain indice i = k, 
y“ (t) = g (6) 


Au moyen d’un raisonnement analogue au précédent on 
en conclut que D y* (4) a di ) et par suite, 7 > 0 étant 
t=t; 


SHARE earn petit on aura, pour 4; —y7<t<#, l'inégalité 
y* (t) > pf (t) contrairement à (1,5). 

La démonstration de la partie II du présent lemme est 
analogue. 

Définition. Une intégrale yi= Y' (t) d’un système d’équa- 
tions différentielles 

YO = si y'@,..., y"), G=1,..., n) 6 

issue d’un point (fo, y},... y#) et définie dans un inter- 
valle 4 contenant to, est dite intégrale supérieure relative 
a ce point et 4 cet intervalle lorsque pour chaque intégra- 
le yi = y’ (t), G—=1,..., n) issue du même point et définie 
dans un intervalle 4; (où to € 41 C 4)*) ona: 


DE A désigne que fo est un élément de 4, et 4ı C À veut dire 
que J; fait partie de 4. 
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y (D < Yi (t) lorsque i=1,..., n et te A, 
En remplaçant ce système d’inégalités par le système: 
VOYH lorsque, a Ne nette Aa 
on obtient la définition de l'intégrale inférieure relative au 
point (to, y},..., y3) et à l'intervalle 4. 


Remarque 1. Si dans chaque intervalle 4, (où #,e 4,C 4) 
le système (1,6) admet une intégrale unique passant par 
(fos yi,..., y?) alors cette intégrale unique constitue à la 
fois intégrale supérieure et inférieure relative à ce point et 
à A. 

Si le système (1,6) se réduit à une seule équation 
y! (t)= g! (t, y!) dont le deuxième membre est défini et con- 
tihu dans un ensemble ouvert 2, alors*) par chaque point 
de 2 il passe une intégrale supérieure et une intégrale in- 
férieure qui peuvent être prolongées à droite et à gauche 
. de façon à tendre vers la frontière de 2. 


Dans le cas où n>2 et les fonctions g' (t, y',..., y") sont 
continues dans un ensemble ouvert 2 il peut arriver que, 
par un point (f, yi,..., yz) de © il ne passe aucune inté- 


grale supérieure (ni inférieure) relative à ce point et à un 
intervalle 4 quel petit que soit 4 **). 


Théorème I.***) Dans Hypothèse H il passe par tout 
point (f), y},..., y?) de 2 une intégrale supérieure J (et une 
intégrale inférieure J) du systéme (1,2) relative 4 ce point 
et à un intervalle {,<t<a. Le nombre a peut être choisi 
de façon qu’un point M variant sur J tend vers la frontière 
de 2 lorsque ¢ tend vers a. 


Démonstration. Choisissons k>0 de façon que l’hyper- 


cube 
|t—t,|<k, |y'i—yi| < k, G=1,..., n) (1,7) 


*) E. Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (1930) p. 78. 
Ce livre sera cité dans la suite comme D. R. F. 

+*+) E. Kamke. loc. cit. Acta Math. 58 (1932) p. 59. 

***) Ce théorème correspondond au Satz 7 de M. Kamke (Acta 
Math. l. c. p. 79) qui nécessite unc hypothèse accessoire. 
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soit contenu dans 2 et choisissons M de façon que l’on 


ait |f| +1<M pour les points de ce cube. Posons h== 
Le système S, 
ÿ=p+—, (i=1,,,,, n) (S,) 


admet au moins une intégralg J. 


y =y; (£) > i=1],..., n) (J,) 
issue du point (f, yh,,.., yj), définie pour 
4<t<t+h (1,8) 


et située dans le cube (1,7). Soit 

Vio (Eee 1) 
une intégrale quelconque du système (1, 2) issue du même 
point et définie dans l'intervalle (1, 8).*) On vérifie facile- 
ment qu'elle est située dans le cube (1, 7) et, à plus forte 
raison, dans 2. On a dans l’intervalle (1, 8) 


é®O=f @,o,(0,.... 6, )<fEo,@),..., 6,0) + 


1 
y +1? 


PO =F (t, Hé), vin (À + < 


v +1 
1 
EO) se? 


BO =FfEy, D... y ©) 
et par suite on a(cf. le lemme précédent) 
(D < y DO < PO, &<t<h+h). 
La suite yi (t) est donc convergente vers une fonction 
v(t) pour laquelle 
oi(f)<d(t), tp <t< to + h). (1, 9) 
La convergence étant uniforme [car en en raison de | yi |= 


IF (£, y!,...)|< M les fonctions y! sont également continues 
dans (1, 8)] la courbe y'= vi (t) constitue une intégrale du 


*) Une telle intégrale existe cf. E. Kamke D. R. F. p. 128, Satz 4. 
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système (1, 2),**) elle passe par le point (fo, y},..., y?) et 
est renfermée dans le cube (1, 7). Elle constitue l'intégrale 
supérieure de (1, 2) relative au point (fo, y},..., yọ) et à 
l'intervalle (1, 8) car les inégalités (1, 9) subsistent pour 
toutes les intégrales y? =o (t) de (1,2) issues du point 
(to, y},..., yn). Par le procédé présenté dans le manuel 
de M. Kamke*) on peut prolonger l'intégrale supérieure du 
côté droit de fo de façon qu’elle tende vers la frontière 
de 2. 

La démonstration relative à l'intégrale inférieure est 
analogue. 

Théorème 2. Admettons l’Hypothése H. Supposons que 
les fonctions y'(#), (i—=1,...,n) soient continues dans l'in- 
tervalle 

to <t<a (1, 10) 
et que la courbe y'= y(t), (—1,..., n) envisagée dans cet 
intervalle, soit englobée par 2. Soient 

A= (ty, ap. -<> 8), B= (aa) 
deux points de 2 pour lesquels on a 
a <b,, (i—=1,..., n). 

Dans cette hypothèse subsistent les propositions sui- 
vantes: 

I) Si la courbe yi = y! (t) passe par A et l'intégrale supé- 
rieure yi =t (t), ((=1,..., n) du système (1, 2) relative au 
point B existe dans l'intervalle (1,10) alors (par l'hypothèse 
même) 
pi =a <b = n) G=1,..., n) (1,10 a) 
et chacun séparément des systèmes de relations (1,11), 
(1.12), (1,12a) (avec i=1,..., n) 

D +y (t) < F (t, y’ (£), ... y" (£) pourfo<t<a (1,11) 

DEPO <j ECORV (1,12) 


**) On le démontre en faissant tendre » vers co dans l'égalité y (t) = 
fale: à 
= fpl to I0] do + y. 
*)Kamke. Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930 
pi 135; 
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dv < CHEMO 10) (1,12) 


implique les inégalités *) 

POSTO pour i=—1,...,n; to< pee (1,13) 
II. Si la courbe y'= y (t) passe par B et l'intégrale infé- 
rieure du système (1, 2) y'= 1; (t) relative au point A existe 
dans l'intervalle (1,10) alors (par l'hypothèse même) 

ni (fo) Iai < bi = y (to), Gi a IE cee n) (1,14) 

et chacun séparément des systèmes de relations (1,15), 
(1,16), (1,16a) 
D + y' (>f (t, y @,..., Y” (Ð) pour i = 1,..., n; fo < t < a (1,15) 


D- y (Of ty H, EO) , $ aa) 
HO > AEO. O) 3 R »  (1,16a) 


implique les inégalités 
y` (t) > n (t) pour i= 1,...,n; to <t< a (1,17) 
Démonstration. Nous Are le cas de l'inégalité 
(1,11). Posons 


F(j=y'@O— f f(s, v'G),..., w"(s)) ds. 


En vertu de (1,11) et de la continuité de f! (s, y+ (s),..., y” (s) 
on aura 
D + F'(#) <0 pour tp <t<a 


La fonction F'(f) étant continue, il en résulte qu’elle est 
décroissante au sens large **) dans l'intervalle fo <t<a et, 
en raison de sa continuité, aussi dans l'intervalle tp <t<a. 


*) Les systèmes d’égalités (1,12a) et (1,16a) expriment que la courbe 
yi = yi (t) est une intégrale du système (1,2). 


**) Pour s>0 posons Gi (e, t) = Fi (t)—st. On a D+Gï(e,t) <0 
lorsque tj < t< a. Supposons que ft) < tı < f< a et Gi (e,t) < 
Gi (e, tz). Soit fs le maximum de £ pour lesquels t, < £< ts, Gi (s, t) = 
Gine t): Ona t,<t; <tn Gi (¢, t;) = Gi (E ts) < Gi (6, t) et Gi (e, ts) << 
Gi (e,t) lorsque ts <t < t» De la il vient que D Gi (¢,ts)>0, ce qui 
est impossible. On a donc Gi (e, t,) > Gi (e, t) lorsque to < t; <.te <a, 
d'où pour ¢>0 on obtient Fi (t,) >Fi (t). 


126 TADEUSZ WAZEWSKI 


De là il résulte que D+Fi(#) <0 pour to < t< a. 
Il s’ensuit que pour » = P2 À 


Dy (O<F (Ep O, py" ()++ lorsque ty < É< a, 
D- yi (< F(t, yt (,..., y" +2 lorsque fy < t <a. 


En gardant les notations de la démonstration du Théo- 
rème 1 on en conclut en vertu du Lemme 1, que 


y’ (t) < y! (t), (fo < t< toth) 
et en passant à la limite »>+0 
yi (E) <t (t), (fo < t< to + h). 


Ces inégalités subsistent aussi pour fo < t< a. 
Dans le cas contraire, en désignant par tı la borne inférieure 
des ¢ 

to + h < t < a 


pour lesquels ces inégalités ne subsisteraient pas 4 la fois 
on aurait 


y' (41) <7 (4), G=1,..., n) 


En appliquant au point 7, le raisonnement appliqué tout 
à l'heure au point £ on aboutirait à la conclusion que les 
inégalités en question subsisteraient dans un intervalle tı < tı + 
+h, (hi >0) contrairement à la définition de h. 


Le cas des inégalités (1,12) et la partie II du présent théo- 
réme peuvent étre établis dans une voie pareille. 


Du théoréme précédent résulte immédiatement le suivant 
corollaire. 


Corollaire 1. Admettons l’'Hypothèse H et soient A= 
== (fp), aay at? B=, 16), .4-3) bp edeux-points"de 2 
pour lesquels a, <b,, (G=1,..., n). Cela posé on a les 
propriétés suivantes I, II et III. 

I). A chaque intégrale yi = y (t), (i—=1,..., n) issue 
de A (du système 1,2) corespond au moins une intégrale 
yi = td (t), (=1,...,n) du même système passant par B 
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(et notamment l'intégrale supérieure), telle que pour un ¢>0 
suffisamment petit on a 
yi (t) <i (t) lorsque f<t<f+e. 

ID. A chaque intégrale du même système y' = y (t) qui 
passe par B correspond au moins une intégrale du même 
système (lintégrale inférieure) yi = 7} (t) qui pour un petit 
e > 0 remplit les inégalités yf (t) < y' (t) pour to< t< fo + €. 

IID. Si par chaque point de 2 il passe une intégrale unique 
du système (1,2) et y=y'@, (i=1,...,n); y=7?@ 
désignent les intégrales passant respectivement par À et B, 
alors y! (f)< 7 (t) dans tout intervalle fo < £< a dans lequel 
ces intégrales existent simultanément. 

§ 2. La nécessité de l'Hypothèse K pour la vérité des 
théorèmes sur les inégalités diférentielles du paragraphe 
précédent. 


Il se pose le problème de savoir dans quelle mesure l’'Hy- : 
pothèse K est essentielle pour le vérité du Théorème 2. 


Or l'exemple présenté plus tard (cf. p. 131) montre que 
l’'Hypothèse K n’est pas suffisante à cet effet lorsque len- 
semble ne jouit pas de la Propriété P (cf. p. 119). 

En adoptant la Propriété P et l'Hypothèse K (au lieu de H) 
nous déduirons du Théorème 2 le théorème qui suit. Ce 
théorème n'utilisera pas la notion des intégrales supérieure 
et inférieure (dont l'existence a été prouvée "sous l’'Hypothèse 
H ou bien sous Hypothèse K associée de la Propriété P). 
On obtiendra ainsi une légère modification du Théorème 2 
pour laquelle on prouvera ensuite la nécessité de Hypothèse K. 


Théorème 2a. Supposons que la section de l’ensemble 
ouvert 2 par un plan quelconque {= c représente un paral- 
lélépipède 

— >< a(c) < yi <B(c) << + (2,1) 
(ou plus généralement adoptons la Propriété P (cf. p. 119)). 

Adoptons relativement aux fonctions f (cf. 1,2) ’Hypo- 
these Ke MSoient, A—\(# ta 2.2) 2), B= Ey bjs ee b) 
deux points de 2 pour lesquels on a: a,<b,, @=1,..., n). 
Dans cette hypothése subsistent les propositions suivantes. 
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I. Si une courbe continue y'—#"(#), (i=1, ..., n) faisant 
partie de 2 passe par A et remplit un des trois systèmes 
de relations (1,11), (1,12), (1,12a) alors il existe une intégrale 
y = i (t), @=1,.:.., n) du système (1,2) qui passe par B 
et remplit les inégalités (1,13) dans un intervalle fot < tfo +€ 
(pour un £> 0 suffisamment petit). 

II. Si une courbe continue yt = y' (f) englobée par Q 
passe par B et remplit un des trois systèmes de relations 
(1,15), (1,16), (1,16a) alors il existe une intégrale y' = ni (£) 
du système (1,2) qui passe par A et remplit les inégalités 
(1,17) dans un intervalle suffisamment petit fo< t< tfo + e. 

Démonstration. L’ensemble © jouit, par l’hypothése, de 
la Propriété P. L’Hypothése K entraîne donc l’Hypothèse H 
(cf. Proposition 1). Le présent théorème résulte, par con- 
séquent, immédiatement du Théorème 2. 

Avant de prouver que l'Hypothèse K est essentielle pour 
la vérité du Théorème 2a nous établirons le suivant 


Lemme 2. Admettons les hypothèses suivantes: 
1°) Les fonctions fi figurant dans le système (1,2) sont 
continues dans un ensemble ouvert 2. 
2) asi 
AS Qin csc 8), B= (Mon Drees bD) 
sont deux points de 2 pour lesquels 
a= by) G= Tae n) (2,2) 
et si y' = y' (t) est une intégrale du système (1,2) passant 
par A, alors il existe une intégrale du même système y! = 
=d(t), (i=1, ..., n) qui passe par B et satisfait aux 
inégalités 
yi (t)<i (t) pour i=1,...,n et fo<t<to+s (2,3) 
(où ¢ >0 est un nombre suffisamment petit) *). 
Ceci étant admit nous affirmons que 
a) les fonctions fi satisfont à Hypothèse K, c-a-d. la fonc 


*) Le présent lemme reste vrai lorsque l’on remplace l'hypothèse 2° 
par la suivante hypothèse 2 bis: Si les points À et B appartiennent à Q 
et remplissent les inégalités (2,2) alors à chaque intégrale du système (1,2) 
issue de B correspond une intégrale de ce système qui passe par A et 
remplit les inégalités (2.3). 
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tion f, (i=1,...,n) est une fonction croissante (au sens 
large) de chacune de variables y',..., y'—!, y't!,..., y" séparé- 
ment; 

B) dans le cas où l’ensemble 2 jouit de la Propriété P 
(cf. p. 119)*) les fonctions f remplissent dans 2 l’'Hypothèse 
H du § 1. 


Démonstration. Supposons que les points 
PE Mc Bie Cpe ee Cn) 
QE cn qd Cire n1e) 
appartiennent à 2 et que p, < qj. Afin d'établir la partie 
a) du présent lemme il suffit de prouver que 
fi(P) < f'(Q) pour ij (2, 4) 


Soit y*=y* (t), (k=1,..., n), une intégrale du système 
(1, 2) issue du point P. En vertu de la prémisse 2° du pré- 
sent lemme il existe une intégrale y“ —#(#) issue de point 
Q qui satisfait aux inégalités (2, 3). 

On a 

y' (toe) = t (to) = c; pour i Æj. 
En rapprochant ces égalités des inégalités (2, 3) on obtient 
p (t)—y' (Eo _ TE) — t (fo) 
SCT IE ae IE SUR 
t—t t— tfo 7 
d’où à la limite y' (to) < v (t), (ij). En remarquant que 
(to) = F (P), T! (t) = f (Q) on en déduit les inégalites (2,4). 


La partie 8) du présent lemme résulte de la partie a) 
en vertu de la Proposition 1 du § 1. 


GÆj, to< t< to +e) 


Théorème 3. Supposons que la section de l’ensemble 
ouvert 2 par un plan quelconque tfc représente un pa- 
rallélépipède de la forme (2,1) ou plus généralement sup- 
posons que l’ensemble 2 jouisse de la Propriété P (cf. p. 119). 


*) L'ensemble 2 jouit de la Propriété P par exemple dans le cas où 
la section de Q par un plan quelconque t=c constitue un parallélépipède 
de la forme (2,1). 
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Ceci étant admis chacune des Hypothéses H et K du 
§ 1 est nécessaire pour chacune de six parties du Théo- 
rème 2a. *) 


Démonstration. La nécessité des Hypothéses H et K 
pour la vérité de cette partie du Théorème 2a qui se 
rapporte au systéme des relations (1, 12a) a été établie dans 
le lemme précédent. 


Or la vérité de la partie de ce théoréme qui se rapporte 
à (1,11) (ou 1, 12) a pour coséquence la vérité de sa partie 
relative à (1, 12a). Il en résulte que chacune des Hypothèses 
H et K constitue une condition nécessaire pour les parties 
du Théorème 2a qui se rapportent aux systèmes des rela- 
tions (1, 11) et (1, 12). — La nécessité pour les parties re- 
latives à (1,15), (1, 16) et (1, 16a) s'établit d’une façon ana- 
logue. 


§ 3. L’insuffisance de l’Hypothèse K pour la prolongea- 
bilité de l'intégrale supérieure à droite jusqu’ à la fron- 
tière du domaine. 


Proposition 3. Si le système (1,2) remplit l'Hypothèse K 
dans un ensemble ouvert 2 alors par chaque point 
A=(t,, a,,..., a,) de 2 il passe une intégrale supérieure 
à droite valable dans un intervalle f;<f<t,+e, pourvu 
que ¢>0 soit un nombre suffisamment petit. 


Autrement dit, l’'Hypothèse K assure l'existence locale 
de l'intégrale supérieure à droite. 


Démonstration. Soit|t—t#,|< h,| y'—a,|<h, (=1....,n) 
un cube contenu dans 2. Ce cube jouit de de la Propriété 
P du§1. Le système (1,2) remplit donc, dans ce cube, 
Hypothèse H (cf. Proposition 1). Il existe, par conséquent, 
l'intégrale supérieure à droite du système (1,2) issue de A 
et pouvant être prolongée jusqu’à la frontière de ce cube 
(cf Théorème 1). 


*) Il s’agit de six parties du Théorème 2a qui se rapportent respective- 
ment aux systèmes de relations (1,11), (1,12). (1.12a), (1,15), (1,16) et (1.16a). 
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Proposition 4. Si le système (1,2) remplit dans 2 l’Hy- 
pothése K alors par chaque point A—(f,, a,,..., a,) de Q 
il passe une intégrale y'= {ï (t), (i=1,..., n) définie dans 
un intervalle t;<¢<b< + œ jouissant des propriétés sui- 
vantes: 1°) elle tend vers la frontière de 2 lorsque ¢ tend 
vers b; 


2°) si to<t, <b< + © alors elle constitue l’intégrale supérieure 
à droite du système (1,2) issue du point (¢,, z, (É), ..., r,(#,)) 
relative à un intervalle 4;<t<t, + e(f;) où e(és) > 0 désigne 
un nombre suffisamment petit. 


Ceci résulte immédiatement de la Proposition 3 et d’un 
théorème bien connu sur la possibilité du prolongement d’une 
intégrale jusqu'à la frontière de 2. 


Remarque 1a. Il peut arriver (voir Exemple qui suit) que 
cette intégrale yi = 7 (t) n’est pas une intégrale supérieure 
à droite du système (1,2) relativement au point de départ À 
et à un intervalle 0<{<c<b. Il se peut bien qu'il existe 


une autre intégrale y' = vf (t), i—1,...,n) issue de A 
qui existe dans l'intervalle tj <t<c et qui ne remplit pas 
les inégalités 7,(f)<7,(é), @=1, ..., n) pour un £,(f,<t,<c) 


suffisamment éloigné de to. 


Exemple Nous allons construire un exemple d’un sys- 
tème de trois*) équations différentielles 


dy; 5 

a TAG Vi y2- Vs), (i=1, 2 3) (3,1) 
vérifiant Hypothèse K dans un ensemble ouvert 2 pour 
lequel il mexiste aucune intégrale supérieure à droite issue 
d’un certain point et tendant vers la frontière de © lorsque t 
tend en croissant vers une certaine limite **). 


*) Un exemple analogue pour un système de deux équations est im- 
possible en vertu de la Proposition 2 du § 1. 

**) Le rôle de cet exemple dans la théorie qui nous occupe devient 
plus clair lorsque l’on tient compte des Propositions 3 et 4 et de la Re- 
marque la du présent paragraphe. 


os 
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Il en résulte que ni le Théoréme 1 ni le Théoréme 2 ne 
sont pas vrais lorsque l’on y remplace l’Hypothése H par 
T Hypothèse K. 


I. Posons 
w(=3V2 (3-26. (3,2) 
On a 
w (4) — 18 V 2 ¢t(1—#) (3,3) 
w(0)—0, w(1)=3V2, w(0)—0, w(1)=0, (3,4) 
w()>0, w(8>0 pour 0<#<1. (3,5) 


II. Considérons sur le plan des variables #, z les trois 
familles F1, Fə, Fs des courbes définies dans l'intervalle 
0<t<1 et dépendant respectivement des paramètres a, 8 et y 


z=a, (-~<a<0) (famille F;) 
z=Bwi(t), (0<B<1) (famille F,) 
z=w{(t)+y, (0<y< +œ) (famille Fs) 
et reunissons ces familles en une seule famille F—=F,+F.+Fs. 
On voit facilement que deux courbes de cette famille ayant 
un point commun P ont la même tangente au point P. Il 
est ainsi clair que par chaque point de la bande 
O<t<1, —o<z< Fo (3,6) 
il passe au moins une courbe de la famille F. Les courbes 
de la famille F constituent donc les intégrales d’une équation 


différentielle 
dz 


ae h(t, z) (3,7) 
La fonction h (t, z) est définie de la façon suivante: 
h(t,z)=0 pour 0<t<1, z<0 (3,8) 


h(t = xo pour eta Se ae GO) 


h(¢,z)= w(t) pour 0<t#<1, z>w/(). (3,10) 


On vérifie facilement les propriétés suivantes p;, P2, Ps et Pa. 
pı) h(t,z) est continue dans la bande (3,6). 
pe) h(0,z) = ACl,z) = 0 pour —œ<z< +, 
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ps) h(t,z) est croissante au sens large relativement à z (cf. 
(3,8), (3,9), (3,10) et (3,6)). 
ps) Les courbes dela famille F} constituent toutes les intégra- 
les de l'équation (3,7) issues du point t=0, z=0. L'intégrale 
inférieure de (3,7) issue de l’origine est donc z= 0 et lin- 
tégrale supérieure z = w (t). Ces intégrales existent dans 
intervalle 0< źŁ< 1. 

III. Considérons maintenant le système des équations 
différentielles 

AARE) Ve (3,11) 
dont les deuxièmes membres sont définies dans l’ensemble 
O<t<l, —~—><z +% —o<yp< +, 
ps) En vertu de la propriété pa les courbes dépendant du 
paramètre B 
z=fwit), v=0, (0<B<1) 

constituent toutes les intégrales du système (3,11) issues de 
l’origine t = z = v = Q. 

IV. Nous assujettirons maintenant le système (3, 11) à la 
transformation 


Z = tv) Yi = 76 =) 
1 c.—à—d. 1 
VE rar LT A v). 


Le système (3, 11) passera ainsi en système 
da Lyc 


a ne ra" 
ur à (3, 12) 


dt = ht: (t, ee 1 7 2) 

dont les deuxièmes Je er sont définis dans la bande 
0<t<1, —~<y,<+~,(i=1,2). 

y sont continues et croissant au sens large par rapport 4 

chacune des variables y, et y, séparément (cf. p;). 


Ps) En vertu de p; les courbes de la famille suivante dépen- 
dant du paramètre £ 
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y= T5hwO.v= Fs hw ©. (<s<1) 


présentent la totalité des intégrales du systéme (3, 12) issues 
de l’origine t= y; =y, =Q. 
V. Considérons maintenant quatre ensembles 2; (i=1,2,3,4) 
définis respectivement par les relations suivantes: 
—œ<t<0, —<y <+, (i=1,2,3,) (ensemble 2,) 
0<t<1, —~<y,<+o, (i=1,2,3) (ensemble 2,) 
1<t<+~, yi Hya <l, —o<y,<+o (ensemble 2,) 
1<t< +o, (y, —3) + (y — 3f <1, —~<y <+% 
(ensemble 2,) 
et posons 
A=Q,+0,+0,+0, 
L'ensemble 2 est évidemment ouvert. Nous définirons main- 
tenant dans 2 le système d'équations différentielles (3, 1) 
de la fagon suivante. Nous posons 


Tiles Yi Va AT a 2) à dans Q (3,13) 
h= =75 Selo 7 Wap ar 77 V2), f3—0 dans 2,, (3,14) 
i= ne =f,=0 dans 2,, (3,15) 
fi = fa = 0, fz = 1 "E t dans Q, (3,16) 


Or il est évident que les fonctions f}, f,, f; sont continues 
en tout point (t, y,, Y» Y3) de © pour lequel £0 et #1. 
La continuité des f; dans le cas où ¢=0 ou bien £=1 ré- 
sulte de la propriété p». 

VI. Nous allons démontrer que le systéme (3, 1) remplit 
dans © l’Hypothèse K du § 1. Nous démontrerons que 
chaque fonction f, (t = 1, 2, 3) est croissante aus sens large 
relativement à chacune des variables yi, y:, ys. 

C'est évident pour ¢<0 (cf. 3, 13). C'est une consé- 
quence de (3,14), ps et (3,4) pour 0<#<1. Il reste le 
cas t>1. Soient P=(é, yı, Y2, ys) et P = (t, Yı, Ye, Ys) deux 
points de 2 pour lesquels t> 1, ya < y, (pour un certain in- 
dice a), tandis que y = yi lorsque i Æa. Les points P et 
P appartiennent évidemment à 23+2,. On démontre faci- 
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lement en raison de la definition de 2; et 2, que les points 
P et P appartiennent ou bien 4 la fois 4 2, ou bien ils 
appartiennent tous les deux à 2,. Dans chacun de ces cas 
on voit en vertu de (3,15) et (3,16), que fi (P)=fi (P). La 
croissance en question des fonctions fi se trouve ainsi dé- 
montrée. À 


VII. Soit 
Vib) 1 25) (3,17) 
une intégrale quelconque du système (3,1) issue du point 
t = yı = y2: = y, = 0 (3,18) 
qui tend vers la frontière de 2 lorsque £ croît. Soit 
0<t<a (3,19) 


son maximal intervalle d'existence. *) Nous prouverons 
que intégrale (3,17) ne peut pas être intégrale supérieure à 
droite relativement au point initial (3,18) et à l'intervalle 
(3,19). **) 


Supposons que (3,17) soit intégrale supérieure à droite du 
système (3,1) relative au point initial (3,18) et à linter- 
valle (3,19). Soit 

0<t<1 (3,20) 


En vertu de (3,14), pe et (3,4) la courbe 
w(t), vs=0, 0<t<1) 


yi y2 V2 
constitue l’intégrale supérieure 4 droite du systéme (3,1) 
relative au point initial (3,18) et à l’intervalle (3,20). Deux 
intégrales d’une telle sorte étant identiques on a 


D O= 7 SEN ey OD Dee 


*) Si £ tend en croissant vers a, l’intégrale (317) tend vers la fron- 
tière de Q. 

**) (3,17) étant une intégrale quelconque du système (3.1) issue du 
point (3,18) et tendant vers la frontière de 2, nous prouverons en même 
temps qu'il n’existe pas une intégrale supérieure à droite issue de (3.18) 
et tendant vers la frontiére de Q. 
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En vertu de (3,4) il s'ensuit que 
a (1) = w (1) = 3, z, (1) = 0. 
L’intégrale (3,17) passe donc par le point 
bi V2 7, Va 0 
Ce point appartient à 2, En raison de (3,16) on aura done 


n()=n()=3,4(0=—F¢—D pour 1<i<l+e 


lorsque «> 0 est suffisamment petit, 


On aura, en particulier, 

t3(#)<0 pour 1<t<1l+e, (3,21) 
En vertu de (3,14), ps, (3.4) et (3,15) 
la courbe 

y =n (t)=0. (i= 1,2, 3), (0<É< + œ) 
constitue une intégrale du systèmé (3,1) issue du point 
(3,13). En raison de (3,21) on aura 
ta (Ë) <ns (t) pour 1<É<1 +e, 

ce qui prouve que l'intégrale (3,17) ne peut pas être inté- 
grale supérieure à droite du système (3,1) relativement au 
point initial (3,18) et à l'intervalle 0<¢#<1+e, ni, à plus 
forte raison, relativement à l'intervalle (3,19). Nous avons 
ainsi abouti à une contradiction. 


§ 4 Cas des systèmes d'équations différentielles aux 
deuxièmes membres décroissants. 


Les considértions des paragraphes précédents se rappor- 
taient aux systèmes d'équations differentielles (1,2) où les 
fonctions f’ (t, y!,...,y") étaient croissantes dans le sens 
precisé par les Hypothèses H ou K du § 1. 

Or au moyen de la transformation des variables 

y' =x',@=1,...,n), f=—s (4,1) 
on peut déduire des propositions acquises précédement les 


résultats tout-à-fait analogues. Ces résultats se rapporteront 
aux systémes d’équations différentielles qui différent du 
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système (1,2) par ce que ses deuxièmes membres sont 
décroissants au sens précisé par les hypothèses qui suivent. 


Les systèmes d'équations différentielles envisagés dans 
le présent paragraphe auront la forme 


MO) (ice 2) Ce on) (4,2) 
Hypothèse H bis. 1° Les fonctions 

CREER DS a) (4,3) 

sont continues dans un ensemble ouvert Q des points 

(s, x',..., x") 2°) Si pour un i quelconque (i= 1,..., n), les 


points 
AS, 8... Gp, 0c,4,,....,4) 


B= (s, bise.. Oj, cb... On) 
appartiennent à 2 et 
a <b, O= Ll m iF be n) 
alors 
F' (A) > F' (B) . 


Hypothèse K bis 1°) La fonction F' (i=1,..., n) (ef. 4,3) 
est continue dans uu ensemble ouvert 2. 2°) Elle est une 
fonction décroissante (au sens large) de chacune des varia- 
bles x',..., x! xl... x" séparément.**) 

Les deux Tyee précédentes ne sont pas équiva- 
lentes pour tous les ensembles ouverts 2. On a sur ce 
sujet la suivante: 

Proposition 1 bis. Pour tout ensemble 2 jouissant de la 
Propriété P du § 1 les Hypothéses H bis et K bis sont 
équivalentes. 


Voici maintenant les remarques permettant de déduire 
immédiatement des résultats des § § 1—3 les résultats 


£ è $ dxi(s) 
*) Nous écrivons out court x(s) au lieu de da 


**) C.-à-d. Fi (s, Fe Ce ETS 
> Fİ (s, xl. xl 1 xitl. x") lorsque iÆj et ki <l. 
On ne suppose pas que Fi soit décroissante relativement à x’ et as. 
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analogues mais relatifs au système d’équations différentielles 
(4,2) et aux Hypothèses H bis et K bis. 

a) Soit p(s) une fonction définie au voisinage de S= sp 
et posons y (f)= p(—#), to ——50. 

Les nombres dérivés des fonctions y et p sont reliés par 
les relations 


Dwv(t) =— Do p(s), Dav (t) =— D -p (s), 
D o y(t) =— Di» p (s0), Diy (t) =— D  p(s0). 


8) Appliquons au système (4,2) la transformation (4,1). 
Nous obtiendrons le système 


dy OE nay ome 1 ere 
Te FC VC = EL, e n) 


ou bien en posant 
Fr (t, Vie y) =— Fi Cor y', eee y”) 
le système 


fy =F (t, y',..., y), @=1, ..., n) (4,4) 


7) Soit 2, un ensemble de points (t, y', ..., y") consti- 
tuant l’image de 2 par l’intermédiare de la transformation 
(4,1). Cela posé les ensembles 2 et Q, ne peuvent être 
ouverts qu’a la fois et ne peuvent que simultanément jouir 
de la Propriété P du § 1. 

6) La condition nécessaire et suffisante pour que les 
fonctions F' (s, x', ..., x") remplissent dans © l’Hypothése 
H bis (ou K bis) consiste en ce que les fonctions f'(£,y!,..., y") 
remplissent dans 2, l’Hypothése H (ou K). 

e) Si yi = y' (t) G@=1,..., n) est une intégrale supérieure 
(ou inférieure) du système (4,4) relative au point (f,,a,,...,a,) 
et à l'intervalle f)<t<a alors la courbe x =x! (s) = y’ (— s), 
(i=1,...,n) constitue une intégrale inférieure (ou supérieure) 
du système (4,2) relative au point (— fọ» &,..., a,) et à Fin- 

tervalle — a < s < So = — to. 


Thèorème 1 bis. Dans lHypothèse H bis il passe par 
tout (s,, xj, ..., x7) de 2 une intégrale supérieure J et une 
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intégrale inférieure J du systéme (4,2) relative 4 ce point et 
à un intervalle a<s<s, Le nombre a peut être choisi de 
façon qu'un point M variant sur J tendé vèrs la frontière 
de 2 lorsque s tend vers a. 


Théorème 2 bis. Admettons L’Hypothése H bis. Suppo- 
sons que lės fonctions y! (s), (i=1, ..., n) soient continues 
dans l'intervalle 

a<s< So (4,5) 
et que la courbe x! = y' (s), (i=1, ..., n) envisagée dans 
cet intervalle soit englobée par 2. Soient 

A = (sf, vai, 25 aD to BUS bin. ba) 
deux points de 2 pour lesquels on a 
a <br (172771) 

Dans cette hypothèse subsistent les propositions suivantes: 

I). Si la courbe x! (s) = y' (s) passe par A et l'intégrale 
supérieure z'(s) existe dans l'intervalle (4,5) alors chacun sépa- 
rément des systèmes de relations (4,6), (4,7), (4,8) @=1,...,n) 

Dey (s)>F (s,y'(s),..., y'(s)) pour a<s<s, (4,6) 


Dov (s)>F (s,y'(s),.--. #"(G)) » » » 42 
d A rR TOARE) (48) 


implique les inégalités*) 
wi (s)<d (s) pour i=l,..., n; a<s<S (4,9) 
II). Si la courbe x' = y' (s) passe par B et J’intégrale 
inférieure du système (4,4) x' = 7? (s) relative au point A 
existe dans l'intervalle (4,5), alors chacun séparément des 
systèmes de relations (4,10), (4,11), (4,12) 
Div (s)<F' (s, y'(s)..., w” (s)) pouri=1,..., n;a< s< so (4,10) 


D-yy' (s) < F' (s, y+ (s)... y" (9) , T (4,11) 
1 
LE SPECO (CO pp tr (4,12) 


*) Les systèmes d'égalités (4,8) et (4,12) expriment que la courbe 
x! = yf (s), (i =1,..., n) est une intégrale du système (4,4). 
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implique les inégalités 
wy! (s) > ri (s) pour i=1,..., n; & < S< So. (4,13). 
Lemme 2 bis. Admettons les hypothèses suivantes: 
1°) Les fonctions F! figurant dans le système (4,2) sont 
continues dans un ensemble ouvert 2. 
2°) Si 
A= (Sp a....,a,), B= (Sp, b,,...,b,) 
sont deux points de 2 pour lesquels 
ai < bi, G@=1)..., n) 
et si x! = y' (s), (i= 1)..., n) est une intégrale du système 
(4,2) passant par A, alors il existe une intégrale du méme 
système x’ = t (s) qui passe par B et satisfait aux inéga- 
lités y! (s) < 7 (s) pour i= 1,..., n et ss —e<s< so (ote>0 
est un nombre suffisamment petit). *) 
Ceci étant admis nous affirmons que 
a) les fonctions F' satisfont à I’Hypothése K bis c.-à-d. la 
fonction F', (i=1,..., n) est fonction décroissante (au sens 
large) de chacune de variables x',.,., Cr x"... x" sépa- 
rément. 
B) dans le cas où l’ensemble 2 jouit de la Propriété P (cf.p. 119), 
les fonctions F' remplissent dans © l'Hypothèse H bis. 
Nous nous dispensons d’énoncer les 


Théoréme 2a bis et Théoréme 3 bis 


qui resultent respectivement du Théorème 3 par linter- 
médiaire de la transformation (4,1). 


§ 5. Systèmes d'équations différentieles dont l'intégrale 
supérieure (ou inférieure) bilatérale croît avec la position 
de son point initial. 

Définition I. Nous dirons que le point D = (,,d,,..., dp) 


*) Le présent lemme reste vrai lorsque l’on remplace l'hypothèse 2° 
par l'hypothèse suivante: Si A et B appartiennent 4 Q et remplissent les 
inégalités a; << b; alors à chaque intégrale x! = ti (s) du système (4,2) issue 
de B correspond une intégrale de ce système x! =yi(s) qui passe par A 
et telle que yi (s) < ti (s) lorsque i=1,..., n et s—e<s<sp (où 5 >0 est 
suffisamment petit). 
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majore le point C=(#,,c,,..., c,) et nous écrirons D >C 
lorsque t, =#, et d;>c; (i=1,..., n). Si D>C nous dirons 
aussi que C minore D et nous fe à C<D. 


Définition IL Soit x =y (t), (i=1,..., n) une courbe 
quelconque. Désignons par X et @(f) les points dont les 
cordonnées sont respectivement (x'...., x") et g!(#),..., o” (£. 
Le symbole @(t) désigne ainsi une fonction subordonnant à 
la variable numérique ¢ le point (y'(#),..., œ"(#)). 


Soit x’ = y' (t), (i,..., n) une autre courbe que nous écri- 
rons sous la forme X =¥ (#). 


Nous dirons que la courbe X =¥ (t) majore X= ð (t) 
dans un intervalle 4 lorsque g'(t)<y'(#) pour les valeurs 
de £ appartenant à 4. Dans ce cas nous dirons que ¥ (#) 
majore ®(f) (ou (t) minore ¥ (t) dans 4 et nous écrirons: 
&(t)< F(t) dans 4, ou bien Y(t) >G(t) dans 4*) 

Théoréme 4. Soit 


a = Pty... y) El, n) (5,1) 


un systéme d’équations différentielles dont its deuxiémes 
membres sont continus dans un ensemble ouvert 2, tel que 
sa section par un plan ¢—c quelconque constitue un paral- 
lélépipede de la forme 

<a le) <y <p) < +o, @=1,..., n) (5,2) 
Ceci étant supposé nous avons les propositions suivantes 
I, Il, II. 


I.) La condition nécessaire et suffisante pour qu’à toute 
couple de points appartenant à 2 
A Siar ea NB = Ea bie On) 


tels que A< B**) et à toute intégrale ® (t) = (¢' (£), ..., p"(#)) 
du système (5,1) issue de A corresponde une intégrale ¥ (t) 


*) La différence entre la signification du signe „<” dans les relations 
C< D et &(t)< Y (t) ne prêtera pas à l’équivoque. 


**) Cf, la précédente Définition I. 
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de ce système qui passe par B et majore © (t) ‘dans un petit 
voisinage bilatéral de t,***) consiste en ce que la fonction 
fi ne dépende pas des variables v',..., yt, pti. y" 


Cette dernière propriété revient à ce que le système (5,1) 
doit être de la forme 


SAN hasi (5,3) 


II. La condition nécessaire et suffisante pour qu’à toute 
couple de points A,B de la méme sorte et pour toute inté- 
grale ¥ (t) issue de B existe une intégrale Ø (£) issue de A et 
minorant ¥ (f) dans un petit voisinage bilatéral de ty consiste 
en ce que le systéme (5,1) soit de Ja forme (5,3). 


III. Supposons. accessoirement que par tout point P de Q 
il passe une intégrale unique Y (P;f) du système (5,1). Ceci 
étant admis, la condition nécessaire et suffisante afin que 
pour toute couple A< B de points de 2 l’integrale Y (B; £} 
majore Y (4;f) dans ‘un petit voisinage bilatéral de f, con- 
siste en ce-que le système (5,1) soit de la forme (5,3). 


Démostration. Les démonstrations des propositions I, II 
et III étant analogues, nous nous bornerons à la démonstra- 
tion de la proposition I. 


Notre condition est suffisante en vertu des Théorémes 
2 (§ 1) et 2 bis (§ 4). 

Nous passons à la démonstration de la nécessité de cette 
condition. 

A toute couple de point A et B (A<B) appartenant a 
Q et à toute intégrale ð (t) du système (5,1) issue de A cor- 
respond, par hypothèse, une intégrale ¥ (£) de (5,1) issue de 
B et majorant ®(f) dans un petit voisinage bilatéral de fo. 
Il en résulte, en vertu des Lemmes 2 (§ 2) et 2 bis (§ 4), que 


***) C.-à-d. vérifie la relation ® (t) < Ÿ (t) pour #5 —e Lt L'to+e où 
£ >0 est un nombre suffisamment petit (cf. la précédente Définition Il). 
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les fonctions f remplissent dans 2.4 la fois les Hypothèses 
K (§ 1) et K bis (§ 2). La fonction f? est donc à la fois 
croissante et décroissante au sens large (et parsuite constante) 
relativement à chacune de variables y, y’,..., y' 1, y't},..., y” 
séparément. 
Afin d’en conclure que le systéme (5,1) 4 la forme (5,3) 
considérons deux points de 2 
R—=(C Ra Ke VK Den). 
CET eee Valet te cle): 
Il suffira de prouver que f (K) = fi (ZL). 
Relions, à cet effet, les points K et L par une ligne poly- 
gonale des cétés paralléles sucessivement aux axes de coor- 
données y',..., yi !,-y't!,..., y". Cette ligne polygonale 
appartient évidemment au parallélépipède (5,2) et à plus 
forte raison, à 2. La fonction f? étant constante le long 
de chaque côté de cette ligne, il s’ensuit que f (K)=f"'(L). 
§ 6. Comparaison des intégrales des deux systèmes 
dont l’un majore l’autre. 
Théorème 5. Supposons que les fonctions f'(£, y',..., y”) 


et g' (t, y!,..., y") soient continues dans un ensemble ouvert: 
Q et soient : 


A= (CA 2 à) B= i bi “9 ba) 


deux points quelconques de 2, tels que A<B (c.-à-d. 
a,<b; pour i=—1,...,n). 


Considérons deux systémes d’équations différentielles 


i 

= Hy... y) GEL...) (6,1) 
i ` 

iy 8 CV) CH BARRE à (6,2). 


Ceci étant admis nous avons les propositions suivantes: 
I. Si les fonctions fi remplissent l’Hypothése H du § 1 
et le système (6,1) majore le système (6,2) (c.-à-d. g'<f 
dans 2), si ensuite ð (t) désigne une intégrale de (6,2) issue 
de A et ¥ (t) l’intégrale supérieure droite de (6,1) issue de B*) 
alors ¥ (t) majore ® (t) (cf. Définition II. § 5) à droite de 


*) Pour l’existence de l'intégrale supérieure cf Théorème 1 du § 1. 
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t dans tout intervalle fo << a dans lequel ces deux inté- 
grales existent. 


Il. Si les fonctions f' remplissent dans 2 l’'Hypothèse H 
et le système (6,2) majore (6,1) dans 2 (c.-à-d. f' < gi), si ¥ (£) 
désigne une intégrale du système (6,2) issue de B et @ (£) 
l'intégrale inférieure droite de (6,1) relative à À alors ¥ (t) ma- 
jore Ø (t) à droite de fọ dans tout intervalle fo << a dans 
lequel ces deux intégrales existent. 


III. Si les fonctions ff remplissent dans 2 l’Hypothèse 
H bis du § 4 et le système (6,2) majore (6,1) dans 2, si 
@ (f) désigne une intégrale quelconque de (6,2) issue de A 
et ¥ (t) l'intégrale supérieure gauche de (6,1) relative .à B, 
alors ¥ (t) majore @ (t) à gauche de f, dans tout intervalle 
a<t<t, dans lequel ces deux intégrales existent. 


IV. Si les fonctions ff remplissent dans 2 I’Hypothése 
H bis et le système (6,1) majore (6,2) dans 2 (c.-à-d. fi> g’) 
si ¥ (t) est une intégrale quelconque de (6,2) issue de B et 
@ (t) l'intégrale inférieure gauche de (6,1) relative à A, alors 
Y (t) majore @(f) à gauche de fo dans tout intervalle 
a<t<t» dans lequel ces deux intégrales existent. 


Démonstration. Ce théorème constitue une consequence 
immédiate des Théorémes 2 (§ 1) et 2 bis (§ 4). 


Exemple. Nous allons montrer que l’'Hypothèse K du 
§ 1 n'est pas suffisante pour la vérité du Théorème 5. De 
notre exemple il résulte en même temps que, pour être 
strict, il faut, dans un thèoréme de M. Kamke*) admettre sur 
l’ensemble 2 une hypothèse accessoire p. ex. qu’il jouit de 
la Propriété P du § 1. 


Considérons deux ensembles 2; et 2, définies par les 
inégalités 
yty <l, —o<t<+o—o<y < +o (ensemble 2,) 
| (yı — 3)? + (y 3)? < 1, — œ < £< + œ, — œ < ya < too 


*) Kamke 1 c. Acta Mat. T. 58 p 74. Satz 6. 
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(ensemble Q.) et posons 
DEChE (0), 


Nous définirons deux systémes d’équations 


dyi f 
dyi L FC Yn Yay), @=1,2,3) (6,3) 
d ; 
“dt = g, (t, Yn Ya, Y3) , @ = 1, 2, 3) (6,4) 
Nous posons 
i = 0 dans Qi; fi = — 2 dans Q, (i => i; 2, 3) 
g,=1 dans Org = dans 2, G—1,2;3); 


On vérifie, comme précédemment (cf. l'alinéa VI de Exemple 
du $ 3), que chacun des systèmes (6,3) et (6,4) remplit 
l’'Hypothèse K dans 2. On a 


fi < gp @=1, 2, 3) dans ©. 
Envisageons les points 


A = (to, 4}, 42, as) = (0, 0, 0, 0,), 
B = (fo, by, be, bs) = (0. 3, 3; 0). 


On a a <b, (i=1, 2,3). L'intégrale du système (6,3) issue 
de A est 
y: =p; (6) =0, G=1, 2 3) 
et lintégrale y, =y, (t), (i —1, 2, 3) du système (6,4) issue 
de B est de la forme y; (H) =3— t, (i=1,2); ys ©) =— t. 
On a, en contradiction avec le Théorème 5, ps (£) > w(t) 
pour t>0. 


Moyennant quelques complications on pourrait s'arranger 
de façon que 2 même et toutes ses sections par les plans 
t= const, soient connexes. 

Voici encore un théorème rentrant dans le même ordre 
d'idées: 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 10 
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Théoréme 5 bis.*) Supposons que les systémes 


dy = g(t, y...., y”), G=1,..., n) (Système S) 


dy = g (t, y',..., y”, G=1,..., n) (Système S) 


satisfassent aux conditions suivantes: 


1°) S et S,, (v—1,...,®) remplissent lHypothèse H 
dans un ensemble ouvert 2. 


29) g tend uniformément vers g' dans toute partie bornée 
et fermée de 2 lorsque v tend vers oo. 


3°) gi > gi dans 2. 
Soit A, =(,, 
dant vers A= (f), a,,..., a,) où A appartient à © et 8,> a. 


a,,...,4,) une suite de points de 2 ten- 


Soient respectivement y =t (t) et y = % (t), (i—1,...,n) 
les intégrales supérieures à droite des systèmes S et S, issues 
respectivement de À et À, et prolongées jusqu’ à la fron- 
tière de 2. Soit ¢,<t<b l'intervalle d’existence de 7 (£) 
et soit {,<c<b. 


Ceci étant supposé les intégrales z, (£) existent, à partir 
d’un indice v assez grand (v>N) dans l'intervalle t< t< c, 


y remplissent les inégalités r; (£) <t (t) et y tendent unifor- 
mément vers 7; (É). 


Remarque 1. En appliquant la transformation Y—=—"; ou 
- bien £= — v on deduit du théorème précédent les théorè:aes 
analogues relatifs aux intégrales inférieures à droite et aux 


intégrales extrémales à gauche (dans le cas de l’Hypothése 
H bis). 


La démonstration du Théorème 5 bis est tout analogue 
à celle du Théorème 


*) Un théorème de M. Kamke (Acta Mat. 1. c. Satz 10, p. 83) qui est 
formulé d’une façon moins générale nécessite aussi une hypothèse accessoire. 
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§ 7. L’extension, au moyen d’un changement des variables, 
des précédentes méthodes de majoration et de minoration. 


Remarque 2. Supposons que le système 


d i i n . 

dt Fs jj E NEE y JE G=1,..., n) 0,1) 
remplisse l’Hypothése H du § 1 et soit y =y (£), i=1....,n) 
une courbe (que nous désignerons par C) issue d’un point 
A= (tos a,,..., a). 

Le Théorème 2 du § 1 permet de majorer (ou de mi- 
norer) sous certaines conditions (cf. (1,11), (1,12, (1,12a) ou 
(1,15), (1,16), (1,16a), cette courbe au moyen de certaines 
intégrales du systéme (7,1). Cette majoration (ou minora- 
tion) n’est valable que dans les conditions suivantes a, et a 
ai) l'intervalle 4 s’étend à droite de to et, par conséquent 
se compose de points pour lesquels ft) <¢<a, 

a) le morceau de la courbe C correspondant à l'intervalle 4 
est renfermé dans l’ensemble ouvert 2, dans lequel le sys- 
téme (7,1) remplit Hypothèse A. 

On peut parfois, par un changement des variables, ob- 
tenir une limitation de la courbe C méme dans le cas ot 
ni la condition a ni a, n’est pas remplie. 

I.) Supposons, par exemple, que le point 4 appartienne 
à 2 et qu'il s'agisse d'obtenir une limitation de S$ à gauche 
de to. 

Nous désignons d’abord, à cet effet, la variable t dans 
l'équation de C par une autre lettre, par exemple par u. 
L’équation de C. prendra la forme y'= y' (u), @=1,..., n). 

Appliquons le changement des variables 

u=— t+2t, Vay (7,2) 


o (€) = yi (2 to —t). 
On a o'(to) = y'(f,). Sil arrive, par exemple, que, dans un 
intervalle {0 <t <to+B, 
on a Deno ® < F Go @)...., a€) 
et si l'intégrale supérieure à droite vt (f) (du système (7,1) issue 


et posons 


10* 
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d'un point B= (f), b,,...,b,), a;<b;, existe dans linter- 
valle £,<#<f alors on aura 
(<il) pour fo <f<to+P, 
c.-à-d. wy! (2 tp — £) < i(t) ou bien 
y! (u)<o(2 {5 —u) ou enfin 
y (t) <o(2 10 — ©) pour fto—f<t< to. 


On obtiendra ainsi une majoration de la courbe y? = y! (#) 
à gauche de to. 

-II. Il peut arriver que le point A de la courbe C n’appar- 
tienne pas à 2. Dans ce cas on écrira d’abord (en remlançant 
y! par x! et t par u) l'équation de C sous la forme: x'— y(u), 
(i=1,..., n). On choisira ensuite un point P= (4, pi,..., Pn) 
dans 2 et on soumettra la courbe C 4 la transformation 

u=e (t—4,)+% où e=+1 (7,2a) 
i = yi + pi — a! .*) 
et on cherchera ensuite d’appliquer le Théoréme 2. 
Remarque 3. Il peut arriver que le système (7,1) ne 
remplisse pas l’'Hypothèse H, mais si l’on l’assujettit à une 
transformation T de la forme yi = # (x',..., x"), f£=A(e) 
il passe en un système remplissant cette hypothèse. Si x = 
= y(y!,..., y"), e=H(t) est la transformation inverse, 
le Théorème 2, en cas de son applicabilité, conduira aux 
inégalités de la forme 7 (y'(#),..., y"™@)<7i (u @),.... 
t(u(f)) où xi = t (e), (i—=1,..., n) représente une in- 
tégrale convenable du système S. Deux cas présentent un 
intérêt spécial: 1°) lorsque T est une transformation linéaire 
aux coeffitiets constants et 2°) lorsque T est de la forme 
mge o G= il 


*) On pourrait, plus généralement, appliquer une transformation de 
la forme 


w=A(), AHA), y = Taia) (7,3) 
où les fonctions £ sont suffisamment régulières et satisfont aux inégalités 
Elea e e E a a lorsques (= n), 

Le système d’inégalités xi > xl est invariant relativement 4 des telles trans- 
formations, — c’est essentiel. f 
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Remarque 4. La méme méthode peut rendre services au 
cas de la comparaison des intégrales de deux systémes d’équa- 
tions différentielles (cf. le Théoréme 5 du § 6). 

Soit 


YY EY) Thea) (7,4) 


un système qui n’est pas majoré par (7,1). Nous commen- 


cons par remlacer, dans (7;4), les variables par d’autres lettres. 
Ce systéme prendra la forme 


dust), Glen 09 
On applique à ce système une transformation de la forme 
(7,2), (7 a) ou (7,3). (cf. la note en bas de la page précédente). 
Le systéme (7,5) passera alors en systéme 

dye 1 ENT pee 
df =G (t, y OCDE) y), i=1,..., n) 
S'il est majoré ou minoré par (7,1) on appliquera le Théorème 
5 du §6. 


Remarque 5. Une méthode analogue s'applique au cas 
où le système (7,1) remplit Hypothèse H bis du § 4. 


§ 8. Majoration et minoration des modules des com- 
posantes d’une courbe. Notations. Nous désignerons par 
Day? @) 
chaque nombre k auquel appartient au moins une suite hy he,..., 

(h,>0, h,>0), telle que 
p(t+h,) —p(®) 
h 


La 


>k. 


Duy) ¢(t) sera appelé nombre dérivé moyen à droite. On 
définit d’une façon analoque les nombres dérivés à gauche 
Do? (6). 

Les quatre nombres dérivés extrémaux D,,,o(#), Duy 9), 

De vt), Do p(t) représentent des cas particuliers de 
Dep v(t) et Deo (fr). 
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Ona De ff) < Dw p(t) < Dw p(t) et Do g(t) < 
< Deo v(t) < De p(t). Ces inégalités subsistent pour touts 
ibe nombres dérivés moyens De» g (t) et Do g (®). 


Remarque 6. En vertu des inégalités 


gt+h)|—|e@| < EN = le] <| v@+h) — v(t) 
h er h 


on. obtient facilement les inégalités 
Dw |leO|<|Dew PO], Dole@|<IDoer@! (8,1) 
qui subsistent pour chaque nombre dérivé moyen Die» ø (£) 
et Do¢). 
Théoréme 6. Si 
1°) le systéme 


ay ey aay td) (8,2) 


satisfait 4 ee H du §1 dans un ensemble ouvert 2 
2°) les fonctions ¢'(#) sont continues dans l'intervalle 
to<t<t+a et la courbe yi = jøi(t)|, G=—1,..., n) 

est renfermée dans 2 et remplit les inégalités 
Dur O1<#@le'O|,...,1°O 1), @=1,...,7)* 

pour fp) <t<to+a, 
3°). Le point B—=(4,,b,,...,b,) appartient à 2 et 
lo @) | <b;, iS Een), 
4°) l'intégrale supérieure à droite de (8,2) y! =7(#) 
issue de B existe dans l'intervalle tp) < £ < to + a, 


alors on a 
| p'(f)|<7@) lorsque fp <t<t +a, 


*) Nous entendons par cela qu ’A chaque indice i et à chaque ¢ cor- 
respond au moins un nombre dérivé moyen D_¢/(f) satifaisant à cette 
inégalité 
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Démonstration. Il suffit de remarquer (cf. 8,1) que 
Dalo (|< F (t, lg (é)|,...,1@" (#1) et d'appliquer le Théo- 
rème 2 du § 1. 

En s'appuyant sur le Théorème 2 bis du § 4 on obtient 
un théorème analogue que voici: 

Théorème 6 bis. Si: 

1°) le système 

CE pe Pc ns 
Te ER RD) ME lee. Een) 


satisfait à l’Hypothèse H bis du § 4 dans un ensemble 
ouvert 2 
2°) les fonctions '(s) sont continues dans l'intervalle 
So —B<s<s et la courbe x =| ¢(s)|,(i=1,...,n) 
est renfermée dans 2 et remplit les inégalités 


[Dep (s) <F' (slo (s)1,...,1o" (s)| G=1,...,n) 
pour s,—P<s<5, 


3°) le point A= (sy, &,...,a,) appartient à 2 et | p (s) |> 
>a, 0&1, n): 


4°) l'intégrale inférieure à gauche de (8,3) x' =y (s) 
issue de A existe dans l'intervalle S} — $ < S < Sp 
alors on a: 


|p (s)| >) (s) lorsque S — h >S Sy 


Remarque 7. En appliquant à la courbe y'= ø (t) un 
changement de variables, p. ex. de la forme (7,2), on .ob- 
tiendra un théorème concernant la possibilité d'une majo- 
ration des modules | ¢' (£) | à gauche de t. Une remarque 
analogue se rapporte à la possibilité d’une minoration de 
lg (s)| à droite de s). 


§ 9. Limitation des modules des intégrales des systèmes 
d'équations différentielles. Une méthode d’apprécier l’erreur 
des solutions approchées de tels systèmes. 


Hypothèse L. Considérons le système d'équations diffé- 
rentielles 
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oe =, @u...u), El...) (9,1) 
Nous supposons que les fonctions | | 
o; (@, CRTC) G—1,...,n) (9,2) 


soient continues et non négatives dans un ensemble © dé- 

fini par les inégalités 

0O<e<B<+o,0<u,<+,(j—1,...,n) (ensemble O) (9,3) 
o (Ou... AN 10 dans © (9,4) 


Nous supposons enfin que la fonction o, (i=1,..., n) soit 
croissante (au sens large) dans lintervalle fermé (0, + ©) 
séparément par rapport à chacune des variables u,,..., 
ubuntu 


Notation. Nous désignerons par 
N n= O RE PRG FER) (9,5) 
l'intégrale supérieure à droite du système (9,1) issue du 


point 
e=0,u, =k, >0,(j=1,...,n) (9,6) 


Remarque 8. Le système (9,1) remplissant Hypothèse 
L ne satisfait pas à Hypothèse H du § 1 parce que l'en- 
semble © n’est pas ouvert. L'existence de l'intégrale supé- 
rieure (9,5) n’est donc pas, a priori, certaine. On pourra 
néanmoins établir cette existence et étendre certains résul- 
tats valables dans l’Hypothèse H grâce au lemme suivant. 


Lemme 3. Si les fonctions o;(@,u,,.,.,u,) remplissant 
l’Hypothése L dans l’ensemble © défini par les relations 
(9,3) alors il existe une suite de fonctions 


À; (o, une), G=1;.../n) (9,7) 
remplissant les conditions suivantes 
I) elles sont continues dans l’ensemble ouvert 2 défini 
par les inégalités — ô< e <ô, —œ<u < +œ, (j=1,..., n) 
(ensemble 2) 
ID on a ; 
x >0 dans 2 et X =o, dans O (9,8) 


EQUATIONS ET INEGALITES DIFFERENTIELLES 153 


HI. le système d’équations différentielles 
du, ; 
Ge ae (o, Uj... u,), (CARRE n) (9,9) 


remplit l'Hypothèse H du § 1 dans l’ensemble 2. 


Démonstration: Soit d’abord P—(e,u,,..., u,) un point 
de l’ensemble Q (défini tout à l'heure) pour lequel e>0. 
Soient u, Pit celles de ses coordonnées qui sont néga- 
tives. En remplacant ces coordonnées par 0 et en ne chan- 
geant pas les autres, nous obtiendrons un point 


Q—(e,&,...,ü,) appartenant à l’ensemble ©. Nous posons 
x% (P)=o'(Q), @..., n) 

Les fonctions %; se trouvent ainsi définies dans l’ensemble 
de points pour lesquels on a 

0<e<d,—e<u<+o~, G=1,...; n) 
En posant pour —ô<ọ <0 
XO: dis. U,) = %, (— 2). uj, «.- 5 Us) 

nous obtenons des fonctions définies dans 2. On vérifie. fa- 
cilement qu’elles remplissent les conditions I), II) et III). 


Théoréme 7. Supposons que le systéme d’équations dif- 
férentielles (9,1) remplisse dans l’ensemble © (cf. 9,3) 
l’'Hypothèse L du présent paragraphe. 


Ceci étant admis on a les propriétés suivantes: 
I. A chaque point 


e=0, u=k,>0, G=—1,..., n) (9, 10) 
correspond une intégrale supérieure 4 droite (unique) 
U —=T (e; Rires k,) (9, 11) 


du système (9,1) issue de ce point et définie dans un inter- 
valle maximal 

0<e<a (9, 12) 
II. Pour toute courbe continue u; = 7; (t) remplisant les con- 
ditions 
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ni (0) < kpn; (E) >0 pour 0<t<b<a | 
et pour laquelle on a ou bien S 
Den: (t) <o; (t, m (£), ..., n€) pour i=,..., n et 0<t<b 
ou bien 
DEM O< a EmO n O pour im lea n et OKE 
subsistent forcément les inégalités 
n, (t) < 7,(t;k,,..., k,) pour 0<#<b. 


(Pour la signification de a et des fonctions 7;(f;k,,..., k,) cf. 
la partie I du présent théoréme). 
III. Soit À un intervalle contenant 0 et faisant partie de 
l'intervalle — a < t < a*) et supposons que la courbe u,— 7, (t) 
(i=1,..., n) soit continue dans 4. 
Soit 

ImOI<k.<+c, @=1,..., n) 
et supposons que, ou bien, pour tous les points £ de 4 
(t0), on ait**) 


Duyn |< ot, 11 © re KAO) |, ({=1,...,n) (9,13) 
ou bien, pour tous les points £ de 4, (t< 0), on ait 
|D_9,@|<o,(l#), mOl... Im OI), G=1,..., n) (0,14). 
Ceci étant admis, on a dans 4 les inégalités 

CAO) <t(|é|, RE h k,) (9, 15) 
IV. Pour chaque courbe u, =¥, (x), (i=1,..., n) continue 
dans l'intervalle |x—x,|<b<a remplissant la condition 
lY,(x)|<k; (=1,..., n) et pour laquelle on ou bien 
| Dey Pi) | <9, (1x —xol |, (x) Wears |W, (x) |) 


lorsque 0<|x—x,|<b 
ou bien 


*) La signification de a est la méme que dans (9, 12). 

**) La signification des nombres dérivés moyens D, 7; (t), D_ 7; (t) 
a été rappelé dans le § 8 (Notations). Les inégalités (9, 13) (et les inégali- 
tés analogues dans la suite) doivent être interprétées de la façon suifante: 
A chaque £ correspond un certain nombre dérivé D, n; (t) vérifiant (9, 13). 
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| Duy Bi (%) |< 0 (1x—xl, 1¥,@)1,..., 1%, G1) 
lorsque 0<|x—x,|<b 
on a forcément les inégalités 
PACA Sooo S) 

pour i=1,..., n et 0<|x—x|<b. 

ë es tees Ad. I. Considérons le système auxiliaire 
En vertu du Théorème 1 du § 1 il existe, pour ce système, 
une intégrale supérieure à droite issue du point (9,6): 

Uj (ok. RNA, nn) (9, 16) 
L’intervalle maximal dans lequel elle existe aura la forme 
(9,12) c.-à-d. il sera composé des e pour lesquels 

0< e<a. 
Considérons la courbe 
u,=y,(@2)=0 pour 0<e<a 


On aura en vertu de (9,8) 


d y, 


Le —0<4@w(e),..., val) 


d’où il résulte, en vertu du Théorème 2, que 0 = y,(e) < 
<1,(0,k,,..., Kn) pour 0<e<a. 


Ces inégalités expriment que la courbe (9,16) est située 
dans l’ensemble © (cf.9,3) dans lequel le système (9,1) coincide 
avec le systéme (9,9) (cf. 9,8). La courbe (9,16) constitue 
donc l'intégrale supérieure à droite du système (9,1) issue du 
point (9,6)**). 

Ad II. En se servant du système (9,9) on ramène immédia- 
tement la partie II du présent théoréme au Théoréme 2 du § 1. 
Ad Ill. En observant que D,,,|y,(#)|<|D,,,w,(#)|, (cf. 8,8) 


*) Ce systémé remplit I’Hypothése H dans 2. (cf. Lemme 3). 
**) On pourrait obtenir le même résultat, sans introduire le système 
auxiliaire (99), en appliquant le même raisonnement qui a servi à la démon- 
stration du Théorème 1. 
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on déduit de (9,13) pour ¢>0 les inégalités 
D Ip O1 <o(6ln@1...….,le,@ 1), 


d’où il résulte, en vertu de la partie II du présent théorème, 
que les inégalités (9,15) ont lieu pour les ¢>0*). 

Afin d'établir ces inégalités, pour les £<0 de intervalle 4, 
on appliquera la méthode du changement des variables du §7 
et l’on posera 


v=—t, 4,(v)=9,(—v) = y, (0. 
On aura D) 4;(v)=—Daye,() et (cf. 8,8) 
Deo |a,(v)| < | Dy 4 (v)| = | Dey pi Œ). 


L’inégalité (9,13) prendra donc pour les v>0 (c.-à-d. pour 
-les £< 0), la forme 


DAI | De,12,(v)| < o,(y, |a,(),..., 
d’où il résultera, comme précédemment, que 
lap @) | <2, Kyocses Bq) pour “v0 
c.-a-d. |, Ol| < (él: k,,..., k) pour #<0. 


an (v)|) 


Ad IV. On ramène la partie IV du présent théorème à la 
partie III par le changement de variable x — x= t. 


Théorème 8. Conservons l’'Hypothèse L relativement au 
système auxiliaire (9,1) et désignons par 
do Res Keb 1. ae) 
l'intégrale supérieure à droite de ce système auxiliaire issue 
du point 0—0, u;—=k;>0, @=1.,..., n). L’intervalle maximal 
de l'existence de cette intégrale sera déterminé par l'inégalité 
0<e<a= a(ki...., Kn). 
Supposons que les fonctions f; intervenant dans le système 
dy; 
da 


REV Ya), G=I],...,” (9,17) 


*) On démontre pareillement que (9,15) résulte de (9,14). 
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soient continues dans le domaine 

RE NES i) (9,18) 
et qu'elles y remplissent les inégalités 
very) < (x, vin val . (9,19) 
Soit 

px), (=... n) (9,20) 
une intégrale du système (9,17), telle que 
lp, ()—9,|\<k,<b,, G=1,..., n) 
Désignons par 0; la plus petite racine positive de l’équation 
q (0; kiia k,) = b; 

et dans le cas où une telle racine n'existe pas, posons @,= + œ. 
Ceci étant admis, l’intégrale (9,20) peut être prolongée de 
façon qu’elle existe dans l'intervalle 

|x—x»|-< minimum (a, h, @,,..., 0) 


et elle remplit dans cet intervalle les inégalités 
G35 Ge) = IS TIR Lukbers R)*) (9,21 

Démonstration. Ce théoréme résulte immédiatement des 
parties I et IV du Théorème 7 lorsque l’on pose y,(x)= 
=p (x) — ÿ;. 

Corollaire 2. Si, dans le théorème précédent b; = + © 
c.-à-d., si les fonctions f; remplissent les hypothèses précé- 
dentes dans le domaine 

|x—è|<h, —o<y,<+00 


alors l'intégrale (9,20) peut être prolongée de façon qu’elle 
existe dans l'intervalle |x—%| < min (a, h) et elle y remplit 
les inégalités (9,21). 


Théorème 9**) Conservons relativement au système (9,1) 
l’'Hypothèse L ainsi que la définition du nombre a et des 
fonctions 7, (e, k,,..., k,) (cf. Théoréme 8). 


*) Le cas le plus intéressant est celui où k;=| g; (2) — fi |: 

**) Des théorèmes analogues subsistent dans le domaine des variables 
complexes cf. T. Ważewski. Sur l’appréciation des intégrales des sys- 
tèmes d’équations différentielles ordinaires ef de leur domaine d'existence 

(v. la suite en bas de la page suivante) 
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2 


Considérons deux systèmes d’équations différentielles 


divine Rs 
aon (x, Yi» sv) G=1,..., n) (9,22) 
dy; _ nid 
ar Ci (e Vine YA). E= Aan) (9,23) 


dont les deuxièmes membres sont continues dans le do- 


maine 
Ix—R|<hl y—y,|<b, G=1,...\n) (9,24) 


Supposons que, dans ce domaine, on ait les inégalités 


KERET oi AE AE o a Yn) | < 


P S E E OF 
Soient 

y= p hx), Yn = Pn (*) (9,26) 

Vi =¥ (x) 5-00) Yn —=v,(x) (9,27) 


certaines intégrales respectivement du système (9,22) et (9,23) 
qui existent dans l'intervalle 


Ix—$|<h <h, 
sont renfermées dans le domaine (9,24) et pour lesquelles 


on a } 
lp (2) — y, (| < kı (k; constantes) (9,28) 


Cela posé on a les inégalités 
|p; (x) — y, (x) | <4, (|x =X] 3 Kp 50--5 Ky) (9,29) 
valables dans intervalle í 
: |x—z| < min (a, k’). 
La démonstration découle immédiatement de la partie IV 
du Théorème 7. 


(Suite de la note en bas de la page précédente) 

dans le cas des variables complexes. (Annales de la Soc. Polon. de Math. 
T. XVI. p. 97 et s. s.) Dans l'énoncé du Théorème 2 du travail cité s’est 
faufilée une erreur évidente: l'inégalité (3, 2) à la page 106 doit avoir la 
forme de l'inégalité (9,25) du présent travail. Cette erreur a entraîné le 
fait, — comme me l’a fait remarquer M. J. Szarski, — que l'exemple 
3 à la page 109 devrait être remanié. 
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Corollaire 3. Si l’on pose, dans le théoréme précédent 
Sac yn a Yn) = (CAES ARR Yn) 
on obtient la limitation (9,29) pour la différence de deux 


intégrales du système (9,22) dans l’hypothèse que leur va- 
leurs initiales remplissent les inégalités (9,28). 


$ 10. Une condition d’unicité. 


Théorème 10.*) (Considérons le système d’équations 
differentielles 


du; 

de 
Désignons par 9 l’ensemble 

0<o<ô,0<u,<+,(j—=1,...,n) (10,2) 


Supposons que, dans l’ensemble O, les fonctions o; soient 
continues, non négatives (o; >0) et que la fonction 
o, (i=1....,n) soit croissante (au sens large) séparément par 
rapport à chacune des variables u,,..., u;_;, Uj41>---, u,. 
Supposons ensuite que l’unique intégrale du systéme (10,1) 
issue du point e=0, u;—0, (j—1,...,n) qui remplit (10,1) 
dans un intervalle 0< ọ < ¢ (où O<Ë<6) soit identique- 
ment nulle. 

Ceci étant admis sur le système (10,1) nous avons le suivant 
critère d’unicité. 

Si les deuxièmes membres du système 


dy 
(RY, RE Vela) (10,3) 


— o O Wins aes, UD (—1,...,n) (10,1) 


dx 
remplissent dans 2 les inégalités 
|f; (x, Vise..s W= a Ge Vs... Vn) | < 
<6 (SY Vil seca Yn aD 
et si le point 


(10,4) 


G: Vio ÿ,) (10,5) 


*) Communiqué le 13 Septembre 1933 au XIV-ème Congrès des Mé- 
decins et Naturalistes Polonais à Poznan, v. Pamietnik Zjazdu Lekarzy 
i Przyrodników Polskich w Poznaniu, T. 1. p. 199. 
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appartient à 2 alors deux intégrales y; =g; (x), (i=1,...,n) 
et y, =y; (x), @=1,..., n) de ce système issues du Hate 
(10,5) qui vérifient ce AE dans un intervalle | x— |< ¢ 
(où 0<¢< ô) sont identiques dans cet intervalle. 


Démonstration. Ce théorème résulte immédiatement du 
Corollaire 3 du § 9. A cet effet il suffit de poser dans 
les relations suivant (9,20) k;=0 et d’observer que l’inté- 
grale supérieure du système (9,1) issue du point e=0, u,=0, 
(i=1],...,n) est identiquement nulle dans l'intervalle 

0O<e<b£,c.-à-d.r,(0;0,...,0)) = 


§ 11. Solution approché d’un système d'équations diffé- 
rentielles et limitation de l'erreur. 
Considérons un système d’équations différentielles 
dy; ae 
ae =g (x, Vicia Va) C= LAiayn) (11,1) 


qui est difficile à résoudre. On se propose de trouver l'in- 
tégrale approchée issue d’un point P et d’apprécier l'erreur. 
On peut supposer que 

PE (010 0) gO MD ONG an) de?) 
car on peut réaliser cette condition au moyen d’une trans- 
formation linéaire de la forme z; = y; + a,x +b, (i=1,...,n). 
l-ére éfape. On remplace le système (11,1) par un système 


dyi _ Gi i 
Ao Cove Vide aly, 010) (11,3) 


ou G'(0,...,0)=0. On prend soin de choisir les G' d’une 
telle façon que l’on ait, 

|G! (2, Yr Y) —G' (x, Veo Vn) |< 

<o (lxh lyi 1..,1»,--7,l) 
où les fonctions o remplissent Hypothèse L du § 9 et que 


la solution effective ou approchée du système (11,3) soit 
plus facile à calculer. 


Soient respectivement 
Vi = p(x), @=1,...,.n) - (11,4) 
¥, =; (x); Geen) (11,5) 
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les intégrales du système (11,1) et (11,3) issues de l’origine 
des coordonnées. 
2-ème étape. Nous posons 


H GT Env = gi (x, yp... Y) —G' Ge Vnan yA): 
On observe que l'intégrale (11.4) remplit le système 
dy; 


dx =G' ose Ya) i h (x, Pı Ge Ph (x)). (11,6) 


3-éme étape. On cherche 4 majorer les fonctions 
| hi (x, pi (x),.…, Pa (x)) | 
c.-à-d. à trouver les fonctions a, (x), telles que 
ERAO Pn (| <a, (1x1) (11,7) 
A cet effet on cherche d’abord fonctions £,(x) qui majo- 


rent les |g; (x) |. 
| p(x) |<8, (1x1). 


Une telle majoration pourra étre obtenue au moyen du 
Théoréme 7 du § 9. Ceci permettra de trouver une majo- 
ration (11,7), car 


| hi (x, pi (x),..+,) |= | h (x, p (x),...,.) — hi (0, 0,...,0) |= 
=| x hy Em...) + Z p (x) hl Cnn 
|<MUlx| + 8 (x) +, + 8, (xD) 
lorsque |h,|< M, | hy, |<M. 
4-ème étape. On a d’après (11,4) (11,5) et (11,7) 


= (GG) | = 


=| G! (x, p, (x),..) + h (x, 9, (x),..) —G (x, y, (x),...) |< 
<o0'(|x],| 1%) — y)... 1%, y, GC) a xD, 
En désignant par u; = q; (o) lintégrale supérieure à droite 


issue de l’origine du système 
i 


d F 
do HG Ur p++» Un) + a; (O), T= poroi) 


*) Ce système remplit évidemment aussi Hypothèse L du § 9. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 11 
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on obtiendra en vertu du Théoréme 7 du § 9 les inégalités 
lp G)—v (x) |< q(x), G=1...,n) 
qui fournissent la limitation cherchée de l'erreur. 


Exemple: A titre d'exemple nous calculerons une limita- 
tion*) de l’erreur que l’on commet en remplaçant les deuxièmes 
membres d’un système d'équations différentielles par les 
termes linéaires de leur développement de Taylor et lorsque 
l’on considère l'intégrale du système ainsi obtenu comme 
l'intégrale approcheé du système primitif. 

On pourrait vérifier que notre limitation est plus exacte 
que les limitations courantes de telle sorte. 

Nous indiquerons aussi la limitation de la longueur de 
l'intervalle dans lequel les intégrales en question existent. 

Supposons que les fonctions g* figurant dans le système 

d y; 
= gie yir Yor EL... ) (11,8) 


possèdent les dérivées partielles du second ordre continues 
dans l’ensemble 


oh RSR GET. 1n) (11,9) 
et que l’on y ait il les relations 
[g|<41.,|<4 où 4>0,*) (11, 10) 
al < B] 2,1 <8,/,,,1<8. (11, 11) 
On OEO (11,12) 


*) Une limitation identique de l'erreur (cf. 11,23) subsiste pour les 
équations différentielles dont les deuxièmes membres sont fonctions analy- 
tiques des variables complexes, lorsque les dérivées partielles d'ordre 1 
et 2 remplissent les inégalités (11,10) et (11,11) dans le domaine complexe 
(11,9). Ceci résulte de notre théorème antérieur (T. Ważewski. Sur 
Vappréciation des intégrales des systèmes d’équations différentielles ordi- 
naires et de leur domaine d’existence dans le cas des variables complexes. 
Annales de la Soc Polon. de Math. T. XVI. p 104). L’exemple 3 (qui ne 
pas correct) du travail cité (p. 108) pourrait être remplacé par le présent 
exemple. 

**) Dans le cas A = 0 on aurait gi=0 et la solution de (11,8) sertait 
immédiate. 
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Posons pour abréger 
g,— 2. (0, 0,... 0), &,=8), (0,0,..., 0) 


1-ére étape. En remplaçant dans (11,8) les g' par les termes 
linéaires de la série de Taylor nous obtenons (cf. 11,12) le 
système linéaire 


dy; oi £ Si 5 X 
de * 8 + 2y, 8), GER) (11, 13) 


plus facile 4 la solution exacte ou approchée que le système 
(11,8). 
Ce système a la forme 


a CE oo E D) (IE) 
où 
G'=x8, +38, G=1,...,n) (115 
On a en vertu de (11,10) 
EE y) — CF. ISAS y= yl 
la fonction o' de (11,9) a donc la forme 


GNU, un) =A X u; 
il 
Désignons respectivement par 
y¥;=9;(x), (i=1,...,n), (intégrale de 11,8) (11,16) 
yı = y(x), (i=1,...,n), (intégrale de 11,13). (11,17) 


les intégrales des systèmes (11,8) et (11,13) issues de Pori- 
gine des coordonnées 


0= 9; (0) = y; (0), G—=1,..., n) (11, 18) 
2-ème étape. En posant 
Ri (x, Vis... Y,) =8 (x, Yi- Yn) —G (x, Yiee’ Yn) 
nous pouvons mettre le système (11,8) sous la forme 
dy 
da C Gy test y, +h (x, Vineet Ve 1,28, in) 


jé 
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et les fonctions y, (x) remplissent le système 


EG: (x, Yiee- y,) +h (x, PACE Pp (x)). 


3-éme étape. Afin de trouver les fonctions majorantes pour 
les |h (x, w,(x),.…, Pa (X)) | nous cherchons d’abord les fonc- 
tions majorantes pour les |y,(x)|. On a vertu de (11,12) et 
(11,10) pour les points de l’ensemble (11,9) 


|g (x, Yp.. y,) = |x g; &, Nire.. M+ È Y; By È, Me sn) 


<A(\xl+ 21», D. 


Considérons le système auxiliaire remplisant l’'Hypothèse L 


du § 9 


du; ee ee 
de ~A@tX 4), G10, an): 


Pour l'intégrale de ce système issue de l’origine des coordo- 
nnées on aura en raison de symétrie 


dA(e) _ 
Re = A(e+nd). 
On trouve 


o= (At An he ado, +..]< 


in lal 
BA o gine. 
5 ; 
et pour 0< ọ < h on aura 
à (o) <} AOLE AA 
et, par suite, 
1 °n 
|p: (x) | eo AIRE ét (11,19) 
Ces intégrales existeront tant que 


Ah 


Ixl < 5 Alx e" < h et |x| < h, c.-à-d. lorsque 
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Din) aes | 
x| < minimum ( h; y 7 e ) (11,20) 


et cette inégalité fournit une limitation de la longueur de 
l'intervalle dans lequel existent iles intégrales y, (x). 


‘Passons à la limitation des |h" (x, P, (X) 3.) Pn GI. 

En appliquant la formule de Taylor aux fonctions g nous 
obtiendrons en raison de (11,12), de la définition des h et 
des inégalités (11, ir 


0 a O\O Ger — 
=} (2 = < 
|h (x, Yp -3 Yn) l= 21 g t2 Yj A |g E Pinse N| 
1 n 
a BC ely, 1)? 
| 2 fa 
et par suite (cf. 11,19) 
T 1 n nAh\*) je 
| h (x, 1(*) 1.0 PrODIS 5 B 1 + 4 |xle |x| 


En posant 


4 2 
C= 5 B (1 i A Aneit) (11,21) 
on obtient 
| hi (x, p(x), p,(x)) < Cix]? (11,22) 


4-ème étape. On a 


Se = Jor, TORPEL TAOD 


-=G WO) =1 È ACCES 0 
NEA CAEN IE 
d’où, en raison de (11,10) et (11,22), il s'ensuit que 


d (p; (x) — y, (x) a 

[EED] AÈ 19 699 GI + Cla 

Afin de majorer |y,(x)— y;(x)| nous introduisons le sys- 
tème suivant remplissant l'hypothèse L du § 9 
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et. comme 9, (0) — y; (0) =0 (cf, 11,8), il suffira de trouver 
l'intégrale de ce système issue de l'origine et d’appliquer 
le Théoréme 7 du § 9. Or, en raison de symétrie, on aura, 


pour cette intégrale v, =v,=...=v,—=a(e) ot 
da _ 2 
D n À a + Co 


L'intégrale de cette équation, pour laquelle a (0) = 0 sera 


nde nAe_ (nAg) 
10 nar (C ren 2! ). 


En développant e"# en série, on parvient facilement à l’iné- 
galité 
a(gh< = Ce enie 


En appliquant le Théorème 7 du § 9 on en déduira fa- 
cilement la limitation cherchée de lerreur 


la —vi@l< ZI xl? TEA (11,23) 
où C a la forme (11,21). 


SUR LES INTEGRALES PREMIERES DE L’EQUATION 
y =f (x,y) 


Par 
Z. SZMYDTOWNA (Kraków). 


Introduction. 


Considérons l’équation différentielle ordinaire 
y = f(x,y) (1) 
définie dans un ensemble ouvert E. 

Une fonction z(x,y) sera dite l'intégrale première non 
banale de l'équation (1) dans un sous-ensemble ouvert E, 
de E lorsqu'elle: 

1) possède dans E, des derivées partielles continues du 
prémier ordre, 

2) est constante le long de chaque intégrale de l’équa- 
tion (1), 

3) z(x,y) #0 dans E. 

La condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonc- 


tion z(x,y) soit l’intégrale première non banale de l’équa- 
tion (1) dans E, est qu'elle soit intégrale de l'équation 


Oz oz ei 
Cras f(x,y) Gum 0 (2) 


et qu’elle posséde une derivée partielle par rapport 4 y dif- 
férente de 0 dans l’ensemble envisagé ”). Par l’intégrale de 


1) E, Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 298 et 299. 
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l'équation (2) dans l’ensemble E, j'entend ici, selon usage 
général, une fonction z(x,y) de classe C! dans E,?) et qui 


y satisfait à l’équation (2). 

M. Kamke a démontré quelques théorèmes sur l’exis- 
tence des intégrales premières de l'équation (1) dans un 
ensemble donné d’avance. Je vais rappeler l’un d'eux’): 

Soit f(x,y) une fonction continue et possédant la dérivée 
partielle f,(x,y) continue dans un domaine simplement 
connexe 2. Cela posé, dans chaque domaine H borné et 
contenu avec sa frontiére dans le domaine 2, il existe une in- 
tégrale z(x,y) de l’équation (2) pour laquelle z,(x,y) » 0 
dans chaque point du domaine H. 


Or, dans le domaine 2 tout entier, l'intégrale première 
non banale de l'équation (1) peut ne pas exister, comme le 
montre le théorème suivant de M. Wazewski‘): 


Il existe un domaine ouvert et simplement connexe 
et une fonction f(x,y) possédant dans 2 des dérivées par- 
tielles continues de tous les ordres, tels que toute inté- 
grale de (2) valable dans 2 tout entier est forcément con- 
stante. 


M. Szarski) a demontré ensuite que l’on peut rem- 
placer dans le théorème de M. Wazewski l’ensemble 2, 
dont la structure était bien compliquée, par un carré ouvert 
arbitraire ou par le plan tout entier. 


2) Une fonction f(x,y) définie dans un ensemble E est appelée fonction 
de classe C” lorsqu’elle possède des dérivées partielles continues de l’ordre 


n dans l’ensemble E. Elle sera appelée fonction de classe C°, si elle 
possède dans l’ensemble envisagé des dérivées partielles continues de tous 
les ordres. 

3) E.Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 316, Satz 5. 

4) T. Wazewski: „Sur un problème de caractère intégral relatif 


à l'équation e+ Q(x, y) = 0” Mathematica, Vol. VIII, (1933), p.103—116. 
5) J. Szarski: „Sur un problème de caractère intégral relatif à l'é- 
quation = + Q(x, y) a =0” Ann. Soc. Pol. Math. vol. XIX, (1946), p. 106—132. 
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M. Wa-zewski. ma proposé d’examiner le problème 
d'existence des intégrales premières non banales de l’équa- 
tion (1) de classe C"(n>2) valables dans un domaine 
ouvert et simplement connexe. Or'j'ai obtenu à ce sujet 
le théorème suivant: | 


Théorème. Pour chaque n naturel, égal au moins à 2, 
on peut construire un domaine ouvert, simplement connexe 
Q, et une fonction f,(x,y) de classe C? dans cet ensemble 
de sorte qu'il existe une intégrale première non banale 
de classe C”' de l'équation 


y= f(x, y) 
valable dans 2, tout entier, tandis qu'une intégrale non 
banale de classe C” valéble dans 2, n'existe point. Plus 
précisément, chaque intégrale de classe C” de l'équation 
OZ OZ 
+ hGy)7, = 0 
valable dans 2, tout entier est forcément constante. 

I. Je laisse de côté le cas n=1, car il conduit au théo- 
rème de M. Wazewski. 

II. La démonstration sera effectuée en plusieurs étapes. 
Nous introduirons à cet effet quelques définitions et nous dé- 
montrerons quelques lemmes préliminaires. Pour simplifier 
l'écriture je vais désigner l'ensemble 2, et la fonction f,(x, y) 
intervenant dans l'énoncé de notre théorème par 2 et f(x, y). 

Supposons que f(x,y) soit définie dans un ensemble 
ouvert 2 et que (x,y,)e E C 2. 


Définition 1 . Nous dirons que le point (XoY) est 
„horizontal de classe C”“ par rapport à l’ensemble E et 


à l'équation (2), lorsque — pour toute. intégrale z(x,y) de 
classe C” de (2) valable dans E — on aura 
z,(Xo:Y0) = 0. 


€) Cette définition a été introduite par M. Wazewski pour le cas 
n=1 (voir la note 4 en bas de la page). 
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En vertu de |’équation (2) on aura alors aussi 
Z,(&5:Yo) = 0. 


De cette définition il résulte immédiatement le lemme 
suivant: 


Lemme 1: Si le point (xY) 
(xy). ¢ E, CEC 2 

est horizontal de classe C” par rapport à l’ensemble E; et 
a l’équation (2) il l’est aussi par rapport à l’ensemble E et 
a l'équation (2). 

III. On sait que l’équation (1) est l’équation des caracté- 
ristiques de (2). 

Définition 2. La caractéristique de l'équation (2) sera 


dite caractéristique horizontale de classe C” Par rapport à 
l’ensemble E et à l’équation (2) lorsque chacun de ses points 


est horizontal de classe C” par rapport .à E et à l’équa- 
tion (2). 


Lemme 2”. Soit f(x,y) une fonction de classe C' 
dans 2. La caractéristique de l’équation (2) issue du point 
(xoY) et située dans l’ensemble ouvert EC Q est hori- 
zontale de classe C” par rapport à l’ensemble E et à l’équa- 
tion (2) à condition que le point (x,y) soit un point hori- 
zontal au même sens. 


Lemme 3. Désignons (voir la figure 1) par Q le carré 
a<x<a+h 
BK y <B+h, 
par M, le rectangle 


m TES 
2 B—h<y<B+2h, 


7) Quant à la démonstration voir le lemme 2 du travail cité dans la 
note 5) en bas de la page. 
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par M, le rectangle 
u | a+h<x<a+2h 
=| 8—h<y<B+2h, 


et enfin par ZZ le polygone 
a=, + Q + IT, e 


Polygone I 


Fig. 1 


Il est important de remarquer que le polygone 11 n’est ni 
ouvert ni fermé. On l’obtient du polygone fermé en sup- 
primant les côtés fermés parallèles à laxe OX. 

Divisons le carré Q en trois rectangles Q,, Q,, Q;: 


3 3 (j=1, 2, 3) (3) 


né deel hR<x<a+ ip 
Q; 
B<y<Bt+h. 
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Nous affirmons qu’il existe une fonction f( :X,y) définie 
dans le polygone H égale à. 0 aux points de 7, + Q, + Q+ M, 
et jouissant des propriétés suivantes: 

w) £ (I; x,y) est de classe C™ dans ZI. 

w) Les lignes 4, et 4, 


a—h<x<a 
= , A, = 
y=B y=B+h 
sont des caractéristiques horizontales de classe C” (def. 2) 
par rapport à l'intérieur du polygone 11 et à l'équation: 


Oz 
Ox 


W3) Par rapport à chaque fonction de classe C”' dans 
l'intervalle (G—h,6+2h) dont la dérivée @ ‘(y)>0, il existe 
l'intégrale non banale z(x,y) de classe C” ‘de l'équation (4) 
admettant sur le segment ouvert AB les mêmes valeurs que 
la fonction wœ (y) et dont la dérivée 


+ FM; xy) SE — 0. (4) 


z, (x,y) > 0 
dans JZ tout entier. 
Introduisons pour la démonstration deux fonctions auxilia- 
ires F(y) et A(x). Voici la définition de la 
fonction F(n): 


Fa) =6+2+F [gO], g pour B<n<h+h 
t= atts 0 \ 


>|3 
> 


ou 


g= Eie E Ana pour 0<é<1 


1. On vérifie facilement que la fonction F (n) qui transforme 
l'intervalle [£ +h] en luiméme est de classe C% dans 
l'intervalle (6,8 +h), de classe C"7! dans [6,6+h] et ne 
possède pas de derivée finie d’ordre n pour n =f et y= 6 +h. 
En outre F’(y)>0 pour B<y<f+h. 
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Avant de définir la fonction 2(x) introduisons d’abord. la 
fonction z(x) 


t(x) =e Es j arse ahaa a+ he x <a42ł 
def 3 3> 


de 


t(x) = 0 pour x e| aa =| et pour. xefa 0 desk h], 


`~ 


Désignons par G(x) 
G(x) = [Ce dx 
et soit 


| pour xelaa+hl]. 


2. On constate que 


1(x) =0 pour xe [es +3] : 


A(x) =1 pour xe lata r ath] . 
En outre A(x) est dans l’intervalle [a, a + h] une fonction 


croissante de classe C, dont les derivées de tous les ordres 


s’annulent pour x=at+4 et pour x=a+ a 
3. Nous affirmons que l’on peut résoudre l’équation 
y = F (n) + [n—F (n)] 2) (5) 


par rapport 4.7 dans l’ensemble I défini par les. inégalités 


eae 
TAP Sy Spe. 
re re 


Pour la démonstration supposons que les deux points (x,, Yp 7), 
(x, Yı M) appartiennent: à l’ensemble I, satisfassent à l'équation 
(5) et que m =n, Il suffit d'établir que (x, y) Æ (x» y). Si 
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X,7£X,, le théorème est démontré, sinon nous avons les 
relations 

yı =F) A (Dl 

ya =F (m) [1 A (x,)1]+% . 


Comme 1—(x,)>0 et la fonction F (q) est croissante. au 
sens stricte (cf. 1) il s’ensuit de ces dernières relations que 
YF Va. 


4, La fonction 
n= X (x, y) 
que l’on obtient en résolvant l’équation (5) par rapport à 7 
est, d’après le théorème: sur les fonctions implicites, de 
classe C” en particulier dans le rectangle Q, (cf. la relation (3)). 


5. Posons 
FU; x, y) = {% (x, y) —F [x (x, y)} 4’ (x) (6) 
pour (x, y) € Q.. 


En vertu des propriétés de la fonction 4(x), la fonction (6) 
s’annule avec ses dérivées partielles de tous les ordres pour 


x=a+ À et pour x—= a+ aa Il s’ensuit que la fonction 


f (IL; x, y) jouit de la propriété w,). 

6. Comme f (H; x, y) s’annule dans Q, et Q, les équations 
(5) nous donnent d’après la définition de f (I; x, y) dans Q, des 
caractéristiques de l’équation (4) pour les xe[a,a+hl. 

7. Chaque caractéristique de l’équation (4) issue d’un point 
intérieur du segment RS atteint aussi le segment CD dans 
un point intérieur. En prolongeant ces caractéristiques dans 
les intervalles [a—h,a] et [a+h,a+2h] on obtient des seg- 


ments parallèles à l’axe OX, car la fonction f (M; x, y) s'an- 
nule dans les rectangles IL, et I, 


8. Je me borne à donner la démonstration de la propriéte 
w) respectivement à la caractéristique 4,, car pour 4, elle 
est tout à fait analogue. 
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Supposons pour la démonstration par l'impossible qu'il 
existe une intégrale z(x,y) de classe C” de l'équation (4) 
telle que pour un certain x,¢(a—h,a) on ait 


z, (x, p) #0. 1O) 
Soit x, un point arbitraire, mais fixe, Situé dans l'intervalle 
(a+h,a+2h). La relation 
z (x, F(n)) — z (x, n) = 0 
étant valable) pour 8<74< +h on obtient à la limite 
z (x, 8) — 2 (xx, p) = 0 (8) 
car F (£) = £. 
En vertu des relations (7) et (8) on peut résoudre l'équation 
z (x ¥) — z (x n) =0 
par rapport à y dans le voisinage du point (£, f). La fonction 
y =Z (n) ainsi obtenue étant unique et de classe C” dans le 


- voisinage du. point f, la dérivée F™ (8) doit .étre aussi finie 
ce qui contredit à une propriété de la fonction F (n) (cf. 1.). 


La propriété w,) est ainsi démontrée. 

9. Pour la démonstration de la propriété w3) désignons 
par P,,P,,P, les carrés: | 
P ath<x<a+2h P a+h<x<a+2h P ath<x<a+2h 

°\B<y<Bt+h 1) B+h<y<f+2h’° 2|B—h<y<B. 
Soit y (x; é, n) la caractéristique de l'équation (4) issue du 
point (7). En particulier 
p(x; x, y) = y dans IL, + Q,, 
g (x; x, y) =F(y) dans Q, + P, . 
D’après un théorème de Bendixson®), la fonction 
v(x, y) = px; x,y) 
8) Voir la note 1) en bas de la page. 


®) E.Kamke: Differentialgleichungen ‘reeller Funktionen (Leipzig 1930), 
p. 155, Satz 1. 
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est une intégrale de l’équation (4) dans l’intérieur de l’en- 
semble M, + Q + P, dont la derivée par rapport à y est 
positive. La fonction f(1;x,y) étant de classe C? (pro- 
priété w,), il résulte du théorème sur la différentiation des 
fonctions caractéristiques *) que y(x,y) l’est aussi. La 
fonction z(x,y) définie par des relations: 
z(x,y) = oly(x,y)] à l'intérieur de 7,+Q+P,, 
z(x,y) = w(y) sur les côtés verticales de M, , 
z(x,y) = | F(y)] sur is côtés verticales dewP, = 
est une intégrale de classe C” de l'équation (4, qui jouit 
des propriétés suivantes: 
1) z(x,y) = œ(y) sur le segment AB, 
2) z(x,y) =ol[F(y)] dans le carré P, , 
3) z,Gy)>0 dans H, +Q +P,, 
4) il existe les limites finies c, et d, 


lim ZE “i 

O y¥=0,1,....n—1, 

lim O'2(x%y) _ ar ath<x<a+2h, 
y—>ß+h—0 oy” y 


avec c,>0 et d,>0. 


Soit- 
n—1 
o(y) = 2 = (y—A)” pour B—h<y<B. 
. do(y) x w i \ 
Si a > 0 dans l’intervalle [B—h, f] je pose tout simplement 


z(x,y) = o(y) dans P, 


sinon, il y a dans cet intervalle la plus grande racine y, de 


l'équation au ) — 0. Choisissons le nombre k de façon que 


10) E. Kamke: Diff. reeller Funktionen p. 166, Satz 4. 
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1 
Le (yo—A)? > | m| 


où 
m= min doy) pour B—h<x<8. 
Soit i 
0 pour y =f, 
u(y) = 2 A 
ke C? pour B—h<y< f. 


Je pose par définition 
y 
z(x,y) =o(y) + f u(y) dy pour (x, y) e Pz 
B 


On voit immédiatement que z,(x,y)>0 aux points de P,. 
La définition de la fonction z(x,y) dans P, se fait d’une 
manière analogue. 

On parvient ainsi à une intégrale z(x,y) de classe C" 
de l’équation (4) qui admet sur le segment AB les mêmes 
valeurs que la fonction w(y) et possède la dérivée 

i z,(x,y) > 0 
dans le polygone M tout entier. 

Notre lemme est donc démontré 

IV. Passons maintenant à la démonstration du théorème 
même. 

1*. Nous nous servirons d’une suite de polygones W, 
aux côtés parallèles aux axes de coordonnées, d’une suite 
des fonctions f(W,;x,y) et des équations différentielles (R,) 


a] f) 
oe ats AW xv) py =0 (R,) 


qui possédent les propriétés suivantes: 
a,) F(W, ;x,y) est de classe C® dans W,» 
fp) Pour un point quelconque M situé à l’intérieur de W, 
il se présente au moins une des circonstances suivantes: 

1) M est un point horizontal de classe C” par rapport 
à W, et à l'équation (R,), ou bien 

2) la caractéristique de cette équation issue du point 
M se laisse prolonger vers la droite jusqu’à ce qu’elle 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 12 
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rencontre le côté vertical du polygone W, en un point 
C(x,,c) qui n’est pas un sommet de W,. Il existe donc 
des nombres k>0, 1>0,**) tels que le rectangle o (fig. 2) 

Xo —k<x<xo 

a<y<b 
oCW, et f(W,;x,y) — 0 dans v, 

tandis que polygone t 

Xo <x<x+l 

a<y<b 


n'a pas de points communs avec l’intérieur de W, . 


T(x., 0) 


m U(x,,0) 


d Hig- 2 


Yp) Il existe au moins une intégrale première non banale 
z(W,;x,y) de classe C"—! de léquation 
y =}{(W,; x,y) (S,) 
pour laquelle Z,(W,; x,y) >0 dans W, tout entier. 
Si p>1 on a: 
6) W CF, FW,;x,y) = FW p1 xy) dans W,_,, 
€) z (Wp; x,y) =z(W,_,;x%,y) dans W,_,, 


Np) tout cercle de rayon = et de centre situé à l’intérieur 


1) Les nombres x, C, a, b, k, 1 dépendent du polygone Ww, et du 
choix du point M, Afin d’être plus rigoureux il faudrait donc écrire xp (M, 
W,),... (M, W, ). . 
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de W,_, contient au moins un point horizontal de classe 


` 


C” par rapport à W, et à l'équation (R,). 


L'existence des suites W,, f(W, ; x,y) va être demontrée 
par recurrence. Nous prenons comme W, un réctangle (ar- 
bitraire du reste) aux côtés parallèles aux axes des coor- 
données et nous posons 


PED = dans W,, 
z(W,;xy) = y dans W,. 


Les propriétés a), 6,) 7,) sont ainsi vérifiées. 


Supposons que pour un polygone W, et une fonction 
f(W,;x,y) les propriétés a,)...., n) subsistent. Nous affir- 
mons qu'il existe un polygone W,,, et une fonction 
F(W,uux,y) pour lesquels subsistent des propriétés 


CA) EE 
Le polygone W, peut être couvert par un nombre fini 
de cercles de ri ont et dont les centres sont des points 
intérieurs de W,. Soient 
MEM a neti (9) 
les centres de ces cercles. Je vais étendre la définition de 


la fonction f(W,;x,y) aux points du polygone plus large 


W+ de façon que les propriétés a,,,),...,,,,) subsistent 


et que les points (9) deviennent horizontaux de classe C” 
par rapport 4W,,, et à l'équation (R,,,). La propriété 
% 41) Sera aussi remplie en vertu de la façon dont on a 
choisi les points (9). 


Si M} est horizontal par rapport à l'intégrale de classe 
C” de l’équation (R,) je pose 


1 1 
Wiu=Wr et Wp: xy) = fW py) 
sinon, la caractéristique de léquation (R,) coupe un côté 


12° 
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droit de W, (propriété £,) et on peut construire le poly- 
gone JI du lemme 3 de sorte que (fig. 3) 


Posons 


1 
Wi =W,+0 


La fonction 
i (W 3x) dans W 
Veen) — | Š p 
FW 4 iy) | fUI;x,y) dans 7”) 
est de classe C™ dans W,,, et les segments 4,(CC’) et 
4A,(DD’) sont des caractéristiques horizontales par: rapport 
au polygone IF et à l'intégrale de classe C” de l'équation (4) 


(lemme 3). Il résulte de la définition (10) et des lemmes 1 
et 2, que les caractéristiques CC’ et DD’ tant qu’elles existent 


à l'interieur de W, 4 sont horizontales de classe C” par rap- 
port à l'équation: 


+ FWY) ae = ec (11) 


En particulier le point M? est horizontal par rapport à l’inté- 
1 


(10) 


rieur de W, set à l'intégrale de classe C” de (11). 


€) Quant à la définition de la fonction f(/1;x, y) voir le lemme 3. 
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Le lemme 3 assure en plus l'existence de l'intégrale z(x, y) 
de classe C”' de l’équation (11), telle que 


z, (x, y) > 0 dans w! ne 


P 


Le rôle de la fonction w(y) du lemme 3 est joué mainte- 
nant par la fonction z (W, ;x),y) (fig. 3). 


Les remarques faites ci-dessus montrent que les propriétés 
G41), ++» » 841) subsistent à condition d’y remplacer W,,, 
par Ww, 41. En appliquant de nouveau le même procédé nous 
étendons de proche en proche la définition de la fonction ` 
AU Et ey) aux points d’un polygone W,,,= We, de 
sorte que les propriétés 41); RES +1) soient verifiées et 
que les points (9) deviennent horizontaux de classe C” par 
rapport à W,,, et à l'équation (R+) (lemme 1 et 2). 


L'existence. des suites {W,} et {R,} est ainsi demontrée 
2*). Désignons par 2 la somme de la suite croissante (proprié- 
té ô) des polygones ouverts W,. 2 est donc un domaine 
simplement connexe. Soit (x,y) un point arbitraire de 2. 
Posons 


f(x,y) = F(W;x,y) (12) 


où W, est le premier polygone de la suite {W,} qui contient 
le point (x,y). En rapprochant les propriétés a,) et 6,) on 
constate facilement que la fonction f(x,y) possède dans 2 
des dérivées partielles continues de tous les ordres. Les 
points rentrant dans la suite infinie: 


Mn Me Mie Me ek 
forment un ensemble partout dense sur 2 des points hori- 
zontaux par rapport à 2 et à l’intégrale de classe C” de 
l’équation 


fav) 


+ f(xy) 2z = (}. (13) 


Z 


Ox 
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ce qui résulte immédiatement de notré construction 
lorsqu'on tient compte du lemme 1 et de légalité (12). 
Soit y{x,y) une intégrale de l'équation (13), valable et 

de classe C” dans 2. Ses dérivées p,(x,y) et 9,(x,y) sont 
continues. On a donc 

p(xy) = 0 

(xy) = 0 | 
Comme 2 est un domaine il en résulte que la fonction ọ (x,y) 
est constante. En même temps la propriété p) nous assure 


l'existence de l'intégrale z(x,y) de classe C”’ de (13) dont 
la dérivée z,(x,y) > 0 dans 2 tout entier. 


dans 2. 


Notre théoréme se trouve ainsi démontré. 


SUR UNE PROPRIETE DES ENSEMBLES PLANS 
DE DIAMETRE TRANSFINI NUL 


Par 
ROMAN LEITNER (Krakéw) 


Soit F un ensemble infini, fermé et borné des points du 
plan. Considérons dans F un système de n > 2 points 


(1) mf”, A, ooe 10) 


distribués dans F de maniére que le produit de toutes leurs 
distances mutuelles 


2 (n) n)) — ny — pin) 
©) PO. 1) = HE Iga 
remplisse la condition 

(3) V, ees 4) = max V(z,,..., Zn) > 


ou ae V désigne le maximum de la fonction V lorsque les 


points z,,..., Z, varient dans l’ensemble F (ce maximum 
est atteint car F est un ensemble fermé). Nous dirons que 
les points (1) forment un systéme extrémal du rang n de 
l’ensemble F. Il est bien connu que la suite 


(4) “ ICONE) 


est toujours convergente vers une limite d(F) dite diamètre 
. transfini de F. 


Formons la nouvelle suite 
(5) H, (z) = V\z—-”| ... | za | 


ou z est un point quelconque du plan. M. F. Leja a dé- 
montré!) que: 


*) Ann. Soc. Pol. de Math., t. XIV (1935). p. 131—134. 
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1° lorsque d(F) > 0 la suite (5) tend en dehors de F 
vers une fonction limite ?), 

2° lorsque d(F) = 0 la suite (5) est aussi convergente 
en dehors de F à condition que F n’ait qu’un seul point 
d’accumulation ). 

Le but de ce travail est de démontrer que dans le cas 
d(F) = 0 la derniére condition est essentielle. Nous allons 
notamment démontrer ce que voici: 


Théorème. I] existe un ensemble F borné, fermé, ne 
possedant que deux points d’accumulation‘) et tel que la 
limite de la suite (5) n’existe pas en général. 

La démonstration se compose de trois parties: Dans le § 1 
nous allons formuler quelques propriétés d’un ensemble 
borné, formé, ne possedant que deux points d’accumulation: 
0 et 1. 

Dans le § 2 nous prouvons que, s’il existe un ensemble 
F jouissaht de ces propriétés, la suite (5) correspondante 
à cet ensemble ne converge pas en général en dehors de F. 

Le § 3 est consacré à la construction d’un ensemble 
jouissant des propriétés specifiées dans le § 1. 


§ 1. 
Soit F la somme d’une suite infinie d’ensembles E, 
UPE; 


il 
jouissant des propriétés suivantes: 


?) En désignant par D le domaine infini situé dans l’ensemble com- 
plémentaire à F et par A l’ensemble ouvert complémentaire au domaine 
fermé D, M. F. Le ja a prouvé que dans D+Aona 

lim H, (2) = d(F) + e6@ 
njoo 


où dans D G(z) est la fonction de Green de ce domaine avec le pôle 
à lintini et dans A, si cet ensemble n’est pas vide. G(z) =0, (v. Ann. Soc. 
Polon. de Math.. t. XVIII (1945), p. 4—11. 


3) La fonction ien H,,(z) est dans ce cas égale à |z—Zo | , où Zọ est 
n 
le point d’accumulation de F. 


4) On sait que le diamètre transfini d’un tel ensemble est égal à zéro 
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Propriété 1. L'ensemble E, est composé des deux points 
z=0 et z=1. Chaque ŒE, est un ensemble fini, non vide. 
Définition 1. N, désigne le nombre d'éléments de len- 
semble E,. 


Propriété 2. Les ensembles E, et E, sont disjoints pour EI 


Définition 2. Soit G, l’ensemble DE et M, le nombre 
d'éléments de G, donc M,= Ny 
i/1 


Définition 3. E étant un ensemble fini quelconque con- 
tenant au moins deux points désignons par V(E) le pro- 
duit de toutes les distances mutuelles des points de E. 


Propriété 3. Les points de l’ensemble G, forment l'unique 
système extrémal de rang M, de l’ensemble F, c’est-à-dire 
les ensembles E,» E,,,... sont définis de façon que: 
V (G,) >V (G,) pour tout ensemble G, différent de G,, com- 
posé de M, points de F. 

Définition 4 Soit a, i=1, 2,3,..., une suite de nombres 
positifs tels que: 


a,=1, a > agr a +0 
Propriété 4. Les points z de l’ensemble E, satisfont à l’iné- 
galité: 
|z—0|<a,, lorsque i= 2k, k=1, 2, 3,... 
et à l'inégalité 
|z—1|<a,, lorsque i= 2k+1, k=], 2, 3,.... 
Définition 5. Soit f, i=1, 2,3,..., une suite de nombres 
tels que: 
O<B,<1, B,>1 


Propriété 5. Le nombre d’éléments de l’ensemble E, sa- 
tisfait aux inégalités: 


N, 
STE pour i= N2 9k: 
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Remarque. Observons que, sil existe un ensemble F 
jouissant de ces propriétés, il est infini, borné, fermé et ne 
posséde que deux points d’accumulation. 


§ 2. 

Lemme 1. Supposons qu'il existe un ensemble F jouis- 
sant des propriétés 1—5, formons la suite (5) correspon- 
dante à cet ensemble et considérons deux suites partielles 
de la suite (5) correspondantes à n=M,,, k =1. 2, 3,..., 
respectivement à n = M,,.,,k=1, 2,3,... Nous affirmons 
que ces suites partielles convergent. en dehors de F, respec- 
tivement vers les limites |z| et |z— 1|. 


Démonstration. Soit z un point fixe quelconque n’appar- 
tenant pasa F. Posons a=|z|, h=|z— 1|. Onaa>0,h>0. 
En vertu de la définition 4 il existe un nombre naturel 
impair m tel que a — am > 0, h—a,, > 0. 


Définition 6. L'ensemble E étant fini désignons par 
W (z, E) le produit de toutes distances |z—¢|, où ¢ par- 
court E. 


Remarque; Les ensembles E’ et E” étant disjons, on a 
W (z, E + E) =W (z, E). W(z,E”) 


Pour les indices s, où s <m, nous avons, selon les propriétés 
1 et 2, la relation: 


O PEG- WEG) W( SE). WEE) 


ilm+1 
D’après la propriété 4 on a: 
(a—a) "<W (z, E,) <(a+,)™ pour i pairs, 
(b —a)™" <W (z,E) <(b+ 4)! pour i impairs. 


En vertu de la déf. 4 nous avons, pour i>m, les inégalités: 


(7) 


CIOL SH ORS ae ie 
Den ba ob re bites 
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d’où 
@ (a—as N<W(z, E;) <(a + a D pour i pairs, 
(EC M<W(z, E;)<<(b + a aN i pour i impairs. 


Il en résulte 


(9) (a—a,)’3(b—a,)**<W (z, SE) <(ata,)"! (b+e,,) 
i/m+1 


ou P,= YN;,, Q,= YN; 
m<ics m<i<s 
i pairs i impairs 


Supposons que le nombre s soit pair. On aura alors 
d’aprés (7): 


(10) (a—a)" s<W (z,E)< (a + a)" 
En designant les quantités: a + a, a—a,, b +am b—a,, 
W(z,G,,) respectivement par: A, A, B, B, C nous avons, 
en vertu de la propriété 3 et des relations (5), (6), (9), (10), 
l'inégalité: 

2: 2e ae = 1 Peas Ns 

Ms M; Ms Ms 

(11) Cc" A B: CN <Hy,<C -A -B -(a+a,) 


Faisons tendre s vers + œ par les nombres pairs. 
D’aprés la propriété 5, on aura alors: 


Nes. oo M. P, Q, 

M 2m 0; P,< Mov Q< Mo m 0. 7 — 0, 
d’où il résulte que 

(12) Hu, — a=] z] 


En supposant que s soit un nombre impair on obtient 
d’une façon analogue les formules (10), (11), (12), où a doit 
être remplacé par b. Le lemme 1 est donc démontré. 


Lemme 2. Soient G un ensemble fini et e un nombre 
positif tels que 
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1°|z’—z’|<1 pour toute couple de points z’, z” appar- 
tenant 4 G, 


2°| z’ —z’|<e pour une certaine couple des points dif- 
férents Zz, z” appartenant à G. Alors il est clair qu’on 
a l'inégalité: 0< V (G)<e. 


$73: 


Construction de l’ensemble F. En conservant les nota- 
tions précédentes nous allons construire lensemble F. 
Choisissons une suite £, suivant la définition 5. L’ensemble 


E, soit composé des points: z, = 0, z, = 1. Supposons qu'on 
ait défini pour i <s les ensembles E, Choisissons le nombre 


a, comme il suit: a, = 1, œ = 5 et a,<V(G,_,) si s>2. Nous 


avons: a,<a,_;,4,, 0. Suivant que le nombre s soit pair 
a 
ou impair considérons l'intervalle e a, | pour s= 2k, 


a 
respectivement intervalle | 1—a,, 1 — a pour s=2k +1. 


Partageons cet intervalle en N,—1 parties, où N, est un 


nombre naturel suffisamment grand pour que la propriété 
5 soit remplie. Soit E, l’ensemble composé des points de 


partage ainsi obtenus et des extrémités de REALS 
Nous allons démontrer que l’ensemble F = SE, ainsi 


défini par récurrence jouit des propriétés 1—5. 1 est évi- 
dent que l'ensemble F possède les propriétés 1, 2, 4,5. Il 
nous reste encore à démontrer la propriété 3. Nous allons 


distinguer trois cas suivant que l’ensemble G, — G, contient: 


1) un seul point z’, 2) deux points z’, z”, 3) trois points ou 
plus. 


Ad 1): Le point z’ est contenu dans un des intervalles 
(13) [0, asıl ? oo , 1] 


par exemple dans le premier. Si z= 0 appartient à G, alors, 
selon le lemme 2, on a l'inégalité 
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(14) V (G)<a,.,<V (G) 


parce que Zz’ appartient à E,, où r>s; z’—z,<a,<a 
Si, par contre, Z, = 0 n'appartient pas à G,, alors 


G,=G,—{z}+ {2} 


et l’on voit qu’en remplacant z’ par z, on augmente cer- 


taines distances mutuelles des points sans changer les autres. 
Il en résulte 


(15) V (G) <V(G,) 


Ad 2): Si z et z” sont contenus dans le même intervalle 
(13), alors en vertu du lemme 2, on a Jinégalité (14). 
Supposons ensuite que z soit situé dans le premier et z” 
dans le second intervalle (13) et que les points z, =0, z,=1 


n'appartiennent pas à G, 


s—l 


On aura alors: 
G,=G,—{4, Z2}+1{7,z"} 

En remplaçant les points z’ et z” par z, et z, on obtient, 
par un raisonnements analogue à celui appliqué dans le cas 
précédent, l'inégalité (15). 
_ Ad 3): Au moins deux points z’ et z” de l’ensemble 
G, sont contenus dans le méme intervalle (13). On aura 
alors: |z’—z”|<a,,, Il en résulte immédiatement l'iné- 
galité (14). 

L'ensemble F possède donc la propriété 3. En vertu du 
lemme 1, la suite (5), correspondante à l’ensemble F ainsi 


construit, n’est pas convergente, à moins que le point z ne 
soit situé sur la bisectrice du segment [0,1]. 


UNE SOLUTION DU SYSTEME LINEAIRE HOMOGENE 
D’'EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER 
ORDRE A COEFFICIENTS CONSTANTS. 


Par 
MICHAL KUMOROVITZ (Bratislava) - 


Je veux présenter ici une solution du systéme linéaire 
homogène d’équations différentielles du premier ordre à 
coefficients constants sans utiliser la théorie des 
diviseurs élémentaires. A la base de notre solution 
est un théorème dû à E. Weyr, relatif à la nullité des 
puissances d’une matrice, théorème que l’on peut prouver 
sans faire recours aux formes canoniques'). Ce théorème 
adapté à nos besoins peut s’énoncer de la manière suivante: 

Soit À une matrice carrée constante quelconque et r 
une de ses racines caractéristiques de multiplicité s. 

J désignant la matrice unité du même ordre que À 
nous poserons M = A— rJ. La nullité?) de la matrice 
M (i=1,2,3,...) croît avec l’exposant i jusqu’ à ce qu’elle 
atteigne pour un i=q (1=q=s), la valeur s. A partir de 
ce moment, elle reste constante pour tous les i non in- 
iérieurs à q. Nous écrirons nul M=s (i=q). 

Soit donné un systéme d’équations différentielles 


dx, å 
qg ak + aX +... + Bin Xn G@=1...., n) 


que lon peut, à l’aide des matrices, mettre sous la forme 


dx DF 


1) E. Weyr, O theorii forem bilinearnich, Praha 1889, pp. 30—34, 
ou bien O. Boruvka. Sur les matrices singulières, Comptes Rendus des 
Séances de l’Académie des Sciences, t. 203 (1936), p, 600. 

2) Nul M = s signifie qu’il y a exactement s vecteurs p linéairement 
ndépendants satifaisant à l’équation Mp = 0. 
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où A désigne la matrice carrée des coefficients constants 
a, x le vecteur aux composantes x,,..,. x, écrites dans 
une colonne et { une variable réelle. 

Nous affirmons que pour trouver la solution générale 
du système (1), on peut procéder de la façon suivante: 

a) On fait la décomposition du polynôme caractéristi- 
que de la matrice À en facteurs linéaires 


2) KÐ =A — rI| = (e — r)” (e — r)” ... @— ry, 


où kon AS S aee te Seats 
b) on calcule la matrice 
(3) M,= A—rJ 
pour chaque racine caractéristique r, (x=1,...,k) et on 
construit les Be fie, 
(M, D (M,A 
@ FM = y aot ee 51 De Te ST 


c) on écrit s, vecteurs p liréairement EEE et 
satisfaisant à l'équation 


(5) Mp =0 
et l’on obtient ainsi une suite de k matrices P, 
(6) (Di, DD E= ooa L) 


la matrice P dont d'ordre nXs, . 


x 


Théoréme 1. La solution générale du systéme (1) est 
donnée par la formule 


(7) = (F (M, £) P,e"’,..., F (M£) P, e'') +c 
où c0 est un vecteur constant arbitraire. 


Corollaire. Dans le cas spécial où toutes les racines 
caractéristiques r, sont simples, on aura F(M,f)=J et, au 
lieu de (5), on aura tout simplement M p—0 pour x= 1,..., n 


Remarque 1. Comme nous allons le prouver, au lieu 
du polynôme (2) il suffit de prendre le polynôme minimal 
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de A, y(r)=(r—r,)"...(r—r,)*, si on le connaît, mais 
alors dans (4) et (5) il faudra remplacer respectivement les 
s, par les q, (x=1,..., k), tandis que la formule (6) reste 
la même car le nombre de vecteurs p est encore égal à s, 


Démonstration. Rappelons, pour commencer, que 
a solution du système (1), acquise par exemple à l’aide du 
développement en série de Taylor et admettant pour t= 0 
la valeur initiale x (0) = x,<0, est donnée par la formule) 


(8) x (t) =e" x, 


où x(t) désigne le vecteur aux composantes x, (#),..., x, (£), 
et e^ la matrice donnée par la série exponentielle conver- 
gente 


2 
At | (Ab = in ante 


TPE 
(9) ee el 


ett a22t-- :+ann)t 


dont le déterminant?) est égal à , et qui est 


régulière pour toute valeur finie de la variable t, 


Pour passer maintenant de la formule (8) 4 une autre 
qui ne comprend qu un nombre fini de termes, nous 
aurons besoin de la décomposition 


(10) A=M,+1,J (x=1,..., k) 


(qui n’est d’ailleurs que l'équation (3) transcrite) et d’une 
substitution 


(11) xı = Pc 


dans laquelle la matrice régulière P sera choisie convena- 
blement. Dans la première étape de la démonstration, en 
admettant la régularité de la matrice P, nous établirons une 
formule provisoire (14). Nous en déduirons ensuite la for- 


1) Peano, Intégration par séries des équations différentielles. liné- 
aires, Math. Annalen 32 (1888). p. 456 (l’auteur n’emploie pas la série 
de Taylor). 

?) Schlesinger. Neue Grundlagen für einen Infinitesimalkalkül der 
Matrizen; Math. Zeitschrift, 33 (1931), p. 43—44. 
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mule (7) du Théoréme 1, et enfin nous établirons la régula- 
rité de la matrice P, ce qui terminera la démonstration, du 
théoréme. 


a) Il résulte du théorème de Weyr que l’on peut tou- 
jours trouver s, vecteurs pe satisfaisant à léquation 


(5) M” p=0 ne (Ge TE) 

avec lesquels on peut construire une matrice 

(6) Pp eae 50) @— 1.) 
d'ordre nX s, et du rang s, 


Si y (M) est un polynôme scalaire d’une matrice M (sup- 
posée carrée) du plus petit degré d tel que l’on ait p(M) p=0 
pour un vecteur p, on dira que le vecteur p est du degré d 
par rapport à la matrice M. Spécialement, pour les vec- 


teurs p® contenus dans la matrice P, il est clair qu’au 
moins un parmi ces vecteurs est du degré q, avec 
p(M) = M%*, et qu'aucun n'est du degré supérieur à q„„ On 
a donc M°*P =0. 


Cela posé, on a 


M,t (M, D 


M,,t = — 
(12); Se" = ie sn OP 


qx 
+ Le in int| Mt P,—F(M,t)P,, 


si conformément à (4), on désigne par F(M,?) l'expression 
contenue dans les premiers crochets du second membre. En 
utilisant la relation (10) et la commutativité des matrices 
M, et de J on a encore 


M, t Jt 
(13) et P = eat txt Pierre, 


=e"! p e“#—F(M,f) P, e”. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXII. 13 
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Construisons avec les matrices P,(x—1,..., k) une ma- 
trice P qui contient s; + s, +...+s,—n vecteurs dont nous 
admettons — pour l’instant — la régularité. Posons donc 


PP PAR) 


et écrivons la solution (8) du système (1) en y remplaçant 
x, par le produit Pc. On aura 


x—e"(P, AE 2) c= (eP, CARPA er PC 


ce qui donne, d’après l’équation (13), la formule provisoire 


(14) x=(F(M,#)P,e™,..., F(M,t)Pie*) c 
où les polynomes F (M, £),..., F(M,#) sont de degré respec- 
tivement q;,,..., Ak: 


b) La formule (14) n’est pas très commode puisqu'il y 
figurent les q, c'est-à-dire les exposants minima pour 


lesquels on a nul M” =s „ Nous allons prouver qu’on peut 
les remplacer par les nombres s,. 


Lemme 1. Dans la formule (14) on peut remplacer les 


matrices P,,..., P, calculées des équations (5’) par les ma- 
trices Q,,..., Q, calculées des équations 
(15) M*p=0 1600) 


dans lesquelles l’exposant i, peut être choisi arbitrairement 
pourvu qu’il ne soit pas inférieur à q,. 

Soit, en effet, q le plus petit exposant tel que l’on ait 
nul M°—5s (nous omettons dans la démonstration l'indice 
x des lettres M, P, Q, q, r, s). Soit j = q. D’après le théorème 
de Weyr on a donc nul M“ =s pour k—0, 12 Sup 
posons que P soit du rang s. De la relation MP —0 il 
suit que | 
(16) M PEM M PME 0=0. 


D’autre part, soit Q une solution fondamentale de l'équation 


M**! p=0. Puisque P est une autre solution fondamentale, 
il existe une matrice régulière C d’ordre s,-telle qu’on ait 
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P=QC. Il en résulte que 0— M P—M QC et, en multi- 
pliant de droite pat C7”, on voit que M! Q=0. De cette 
derniére équation, 4 laquelle on peut associer une équation 
(16) en Q, nous voyons que la matrice Q, servant de facteur, 
annule dans le développement de e” (l'équation (12)) les 
mémes puissances de la matrice M que la matrice P. Le pro- 
duit F(M#).Q ne contient donc que les termes en Mt de 
degré inférieur à q, ce qui termine la démonstration de notre 
lemme. 

De la démonstration précédente on déduit immédiate- 
ment. le: r 


Lemme 2. Les polynômes F (M, t) intervenant dans (14), 
quant à leurs degrés, ne sont astreints qu’à une seule con- 
dition, à savoir, que. leurs degrés respectifs ne soient pas 
inférieurs à q,. 

Nous en concluons qu’il est permis de prendre au lieu 
de la formule (14) la formule (7) avec les F(M,#) donnés 
par (4) et P, donnés par (6). 

c) Il ne nous reste maintenant que de prouver que les 
n vecteurs Den: pe, ss De, Ps de la matrice P in- 
troduite après l’équation (13) sont linéairemnet indépendants. 


Lemme 3. Soient P=(P,, P2,...,-P,) et Q = (Q,,Q,,...Q,) 
deux matrices construites avec des solutions fondamentales 


arbitraires de (15) pour x—1,..., k. On peut trouver une 
matrice régulière C d’ordre n telle qu’on ait 
(17) P = QC 


De P = Q, C,, |C,|40, (x—1,..., k) il suit, en effet, 
que 


G:20::5.40 
3 Ci 
P=(QC,,..-+ Cx) = (Qi, Q25.. Qe) ee doc : NG 
0070 


et que |CI—|C,| |C,| ... |C,|40. 


13% 
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Corollaire. Si une seule des matrices P, construites 
de la maniére prescrite, est réguliére, il le sont toutes. 


Choisissons donc la matrice P, dont nous établirons la 
régularité, de la maniére suivante. Pour une valeur fixe de 
l'indice x soit 1 Siq, (la signification de q reste toujours 
la même). Si q, = 1, on a par définition de q, que 
nul M,= s,, et alors tous les vecteurs de P, sont du premier 
degré par rapport à M,. Sion a q,>1, il existe un ex- 
posant i tel que 1Si<q, et que nul M, < nul Mae Con- 
sidérons tous les vecteurs ; linéairement indépendants 
et satisfaisant à l'équation M, p= 0. Il sont en nombre 
égal à nul M; et ils satisfont aussi à l’équation M, iT b = 0, 
car Mee — = M, - M p=M,-0 =0. Or, le nombre total de 
solutions de M™'p = 0 est égal à nul Me Tl y a donc 
d’autres vecteurs en nombre de (nul Mit — nul M.) > 0 
satisfaisant à l'équation M, ue p = 0 qui ne se laissent pas re- 
présenter par une combinaison linéaire de vecteurs consi- 
dérés et qui sont évidemment de degré i+1. Ajoutons ces 
vecteurs aux vecteurs premiers. Mettons successivement 
i=1,2,...,q,—1. Nous aurons ainsi construit une 
matrice P, qui jouira des propriétés suivantes: 

1) Elle contient les vecteurs p® (o = 1,..., s,) depuis le 
premier jusqu’ au q,-ième degré par rapport à M. 

2) Aucun de ces vecteurs ne se laisse représenter par une 
combinaison linéaire d’autres vecteurs du même degré, s’il y 
en a, et de vecteurs éventuels des degrés inférieurs. 

3) Supposons encore, pour plus de commodité, que les vec- 
teurs p“ dans P, sont rangés suivant leur degré décrois- 
sant. 


Admettons maintenant, pòur faire la démonstration in- 
directe, que P ne soit pas régulière, c’est-à-dire qu’il existe 
un vecteur constant c 0 tel que l’on ait 


(18) Poi— 0 
ou bien plus explicitement, 
(18a) Pic Pics + by cp —0.. 
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Ici cç est le vecteur partiel composé de s, premières, c, le 
vecteur partiel de s, suivantes, etc., et c, le vecteur partiel 
de s, derniéres composantes du vecteur c. 


Soit maintenant y, la premiére parmi les composantes 
Yi- Y2...., Yn du vecteur c qui soit différente de zéro. Par 
un changement éventuel des indices on peut toujours ob- 
tenir que y, appartienne à c}, ce que nous supposerons 
dans la suite. 

Dans le produit P,c, groupons les termes contenant les 
vecteurs du degré le plus élevé i (1 Si = q;) et séparons- 
les par une parenthèse de ceux qui sont du degré inférieur 
à i, c’est-à-dire 

(19) Pie, =O, p +... +7, DY) + 7,44 PB +... +7, PP= 

=u; + ü 

où les vecteurs u, et u,;_, représentent les groupements res- 
pectifs. 


Multiplions de gauche l'équation (18a) par le produit 
M`. M? M”... M} et rappelons que les matrices M, sont 
permutables entre elles. Comme on a M% P =0 (x=2,...,k) 
et M; ' u;_, —=0, l’équation (18a) devient 


(20) My... M* + MS u—=0. 


2 


Posons maintenant dans l'équation précédente 
QD M = A rl + e DSM + A eA 


ou 4,0, car les racines r, (x—1,..., k) sont différentes, 
et nous aurons 
(g ODM + 4%... AKJ) + M u, =0, 


g (M) étant un polynôme en M, de degré q, +... + q, —1. 
Et finalement, à cause de la relation M; u;=0, on a 
(22) Mow — 0, 


Cela veut dire que le vecteur u, est au plus de degré i—1. En 
se rappelant la signification de u, introduite par l’équation 
(19), on peut écrire 
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‘1 a+1 1 x 1 
a) — po, AP ooo AF po) (r, 0). 
Va Va Ha 


On a donc exprimé le vecteur pe comme une combinaison 
linéaire de vecteurs Pins. tie p® qui sont de degré i et du 
vecteur u, de degré inférieur à i. Or, cela est contraire à la 
propriété 2) de la matrice P, signalée plus haut. Nous con- 
cluons qu'il est impossible de trouver un vecteur c Æ 0 tel 
que l'équation (18) soit satisfaite. Les vecteurs de la ma- 
trice P sont linéairement indépendants et le Théorème 1 est 
complètement prouvé. 


Remarque 2. Pour justifier encore la Remarque 1 il 
suffit de démontrer le 


Lemme 4 Le polynôme y(r) = (r—r,)"... (r—r,)* 
avec les nombres q,,..., 9, figurant dans la solution (14) 
est le polynôme minimal de la matrice A. 

Soit, en effet, v= (P,,..., P,) ° V un vecteur arbitraire 
et la matrice (P,, ..., P,) régulière avec P, satisfaisant aux 
équations M?* = 0 respectivement. On a 


y(Av)= (v(4)P,,.., y(A) P) v 


avec. y(A) P, = M#... M... MX P,—0, car les M, sont 
permutables. On a donc (4) v = 0, d’où, v étant arbi- 
traire, on tire que y (4) = 0. 


Supposons d'autre part que u soit un vecteur, tel que 
M? u=0, mais M} u-<0. En multipliant u de gauche par 
une matrice y, (4) = Mi... MF - MY, où 1Si, = a, 
(x = 2, ..., k), on arrive à ‘une expression analogue à celle 
du premier membre de (22), à savoir, 


y, (A) u= Zi... Juke Mt 


qui est différente de zéro, les 4, ayant la même significa- 
tion que dans l’équation (21). 

Cela prouve que y, (A), pour annuler le vecteur u, doit être 
en M, de degré q; au moins et, par conséquent, le polynôme 


y, (r) doit posséder le facteur linéaire (r—r,) du degré q, au 
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moins. Pareil raisonnement pour les autres facteurs montre 
qu’ils doivent être au moins de degrés respectifs g,. Le po- 
lynôme y(r) est donc bien minimal. 


Théorème 2. Si la matrice À est symétrique et réelle 
l'équation (4) devient F (M,t)—=J et au lieu de (5) il suffira 
de prendre M, p=0 (x=—1,..., k). 


On sait, en effet, que dans ce cas les matrices M, sont 
symétriques et réelles elles aussi et que, par conséquent, 
nul M,=s, déjà pour i=q,=1 G=1,..., k). 


Théorème 3. Si l’on a un vecteur v satisfaisant à deux 
conditions suivantes: 1) M: v=0, 2 M VSA TS ip 
pour un x fixe, et que Pon construit le ROATE vecteur 
p (t) = F (M, t) v de sorte que!’ on ait une solution particu- 
lière ‘ 

(p) x= per 


du système (1), nous disons que l’on obtient (i— 1) autres so- 
lutions particulières linéairement indépendantes en remplaçant 
p(t) dans cette solution particulière (p) par les i —1 déri- 
vées successives par rapport à £ du même vecteur p (£). 


Démonstration. Supposons que le vecteur v satis- 
fasse pour un x fixe à deux conditions indiquées dans le 
théorème. Notons en passant que ces deux conditions avec 
le théorème de Weyr entraînent que i Ss, De la formule 
(7), le vecteur c étant arbitraire, il suit que 


x” =F (M,f) po ert 


représente une solution particulière du système (1). Nous 
prouvons d’abord le: 

Lemme 5. Avec les vecteurs non nuls v, M_v,. Mv, 
si v remplit les deux conditions du théoréme 3, on peut 
construire une matrice P, du rang i qui donne i solutions 
linéairement indépendantes du système (1), soit 


X=—F(M,t) P,e. 
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Pour établir ce lemme il suffit de montrer que ces vec- 
teurs satisfont à l’équation (5) et qu'ils sont linéairement 


` 


indépendants. Mais ils satisfont à l'équation (5), car 
MM v= MM v = M .0=0 pour k=0,1,..., i—1 
(nous omettons l'indice x dans la démonstration du 
Théorème 3 qui suit; M=J par définition). Ces vecteurs 
sont linéairement indépendants. En supposant vrai le cont- 
raire on a 


(23) nvty, Mv +... +7 M v=0, 


ou les constantes Y,» 72,.--,7%; ne sont pas toutes nulles. 
Supposons que 7, en soit la premiére qui est différente de 
zéro, c'est-à-dire y; = 0,7. = 0,..., Yı = 0, 0. De 
l'équation (23), qui commence cette fois par y, M“'v+y, i 
M vtr LME v+..., si nous la multiplions de gauche par 
Mr. il ne reste dans le premier membre qu’un seul terme 
MT v qui, par hypothèse faite au sujet de v et de y, est 


différent de zéro. Ainsi est-on parvenu à une contradiction. 
Le lemme est donc démontré. 


Parmi les vecteurs v, Mv,..., M" v choisissons un, soit 
Mv (09<kSi—1). La solution particulière du système 
(1) relative à ce vecteur est x“*? = F(Mt)- M" v- e- 
Comme M7*M'v— 0, le dernier terme de F(Mf) qui ne 
s’annule pas dans cette solution est de degré i—k—1 en Mt. 
D'autre part, si nous calculons la k-ième dérivée par rap- 
port à t du vecteur p (f) = F (Mf) v, nous aurons 


dp =(M +M HÉ 4...4 Mars -v=F (Mt): M v 
dt* AA: (i—k—1)! : 
ou F(Mt) est également de degré i—k—1 en Mt. On voit 
donc que pour K=—1,2,....i—1 ona 


(k-+1) _d'p(t) (9. Ag 
e Td 


c-q'f:d. 


SOLUTION OF A PROBLEM OF M. F. LEJA 


By 
HIDETAKA TERASAKA (Osaka, Japan) 


M. F. Leja has proposed the following problem (Ann. 
Soc. Pol. de Math. t. XLX (1946), p. 252.): 


„oit E un ensemble fermé et borné des points de les- 
pace à 3 dimensions, | p; p,| la distance cartésienne des points 


pi et P» n un nombre naturel fixe et 
p®), DURE p® 
un systéme de n points de E tel que la somme 
1 


I<i<cke alee p% | 


soit la plus petite. 


Prouver que la suite des fonctions du point variable u 


(+) g, (u) = Ds) , n=1,2 


converge partout en dehors de E (ou montrer que cette 
proposition est fausse).“ 

In the following we shall show by constructing a simple 
counterexample that the proposition is false. 

We are going to define step by step two sequences of 
natural numbers n; and m; (i —1,2,...) such that 


ih RE QE 


o I E e S SS 


and two sequences of real numbers a, and b,, (n, m= 1, 2,...) 
such that 
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(2) 0<a,,,<4, <b,, <6,,., <1, (, m=1, 2,...). 


For the sake of simplicity we write 


1 
(3) > RERE [a ay..., anl 
1SI<KS< nl i k | 
for n real numbers a,, ay, ..., a, Which are different from 


one another. 


Now let n, be an-arbitrary integer > 1 and let a,, a,.. 
a,, be n, real numbers satisfying (2), otherwise arbitrary. 
Suppose a, and b, with 1 = n = n, and 1 = m = m 
(m,=0) respectively have beem already defined for an i=1, 
and let b,, for m’=m,_, + 1 be a positive number < 1 
such that a 


| 1 
4) .[0, GPG ay Sin nose aaa On Cree tO Mia 1]< ES 
` Let c be a arbitrary but fixed real number different from 


+ and satisfying a, <c<a,. We choose then an integer m; 


‘sufficiently large and correspondingly positive numbers b,, 
(m;, + 1 <m = m)) satisfying (2) and sufficiently near to 1, 


such that 
1 
n, + m, ee le D 
n=1 
©) N 
FAA et Seat ki 
E D [e0] t =a Teao D 
-m=1 


Similarly suppose a, and b,, with 1 Sn Sn,andlS=mSm; 
have been already defined for an i=l, and let a, for 
n’=n,+1 be a positive number <1 such that 


(6 [0, an» an 1 peers a, 4), by b;, saog Bin,» 1] Se 


ay 
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We choose then an integer n;,, sufficiently large and 
correspondingly positive numbers a, (n,;+1<n=n,,,) satis- 
fying (2) and sufficiently near to 0, auch that 

1 TS 5 ii 
Ni tm, + 2 c (ee; 


s à Es bel eed = 


m=1 


(7) 
ay 
47: 


We have thus defined two sequences of real numbers 
a, and b,, in thé interval 0 = x = 1 converging monotonously 


to 0 and 1 respectively: 

lf we consider a, and b,, as the points on the segment 
[0, 1], then the point-set E = { 0, a, bw 1}, where n and m 
range over all natural numbers, is the required one, that is 
a set, for which the proposition does not hold. 

As a matter of fact we can prove that 


g, (c) = LS ile Pa) 
does not converge for n>. 


To show this, let n>1 and let 


P= {p, p®,.... pO! 


be a system of points C E such that 
1 


=p) (n) __ cil Laem 
LP Ipis Bases Be = 2 np pe (7) 


assumes the smallest value. We remark first that P, must 
contain both 0 and 1, since otherwise we would get a smal- 
ler value than [P,] if we substitute the smallest or the grea- 
test point of P, by 0 or 1 respectively. 

In case 


n=2+4+(n, +n +...+n,) + (m +m +... +m) 
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P, consits exactly of 0, a,, Bn tre ++ By Ay by, ba... Omia 
and 1, because if P, should contain a point a,<a,, Or a 
point b,,>5,,_,, then, since P, contains both 0 and 1, we 
would have either by virtue od (4) 


1 1 
[ 0, Annee &, a, b., Dies, Caja pes pe Eal 
or by virtue of (6) 
[0 a: SiO Dane'-.ns br 1] < 


Se Lane be ab E ile 
EP 
a a, 


n’ 


which is absurd. We have thus by virtue of (7) 


LOS 


Similarly we nave in case 
Om (ny, any ee) a, niet it) 
the relation 
1 
1—c 


il 


2" 


Thus g,(c) does not converge for n>, q. e. d. 


O= 


REMARQUE SUR LA NOTE PRÉCÉDENTE 
Par 
F. LEJA (Kraków) 


Observons que l’ensemble {0, a,, b,, 1} construit par 
M. H. Terasaka, pour lequel la suite {g,(u)} admet des 
points de divergénce en dehors de cet ensemble, ne possède 
que deux points d’accumulation') et que, par suite, son 


1) Cf. la Note de M. R. Leitner insérée dans ce volume, p. .... 
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diamètre transfini au sens de MM. G. Polya et G. Szegö?’) 
est égal à zéro. Plus généralement, si le diamètre transfini 
d'un ensemble E est nul, la suite correspondante {g,(u)} 
peut parfois admettre des points de divergence n’appartenant 
pas à E. Par exemple, si E est un ensemble fini ne se 
réduisant pas 4 un seul point, les points extrémaux de E 
peuvent être choisis de manière que la suite {g,(u)} admette 
des points de divergence, tandis que, si E est infini et n’a 
qu’un seul point d’accumulation, la suite correspondante 
{g,(u)} est toujours convergente. 

Le cas général, où le diamètre transfini de E est positif, 
exige une étude speciale et dans ce cas le problème de con- 
vergence de la suite {g,(u)} en dehors de E reste ouvert, 


*) Cf. Journal fiir Math. t. 165(1931), p. 4—49. 


SUR LES SYSTEMES MAJORANTS D’EQUATIONS 
DIFFERENTIELLES ORDINAIRES 


Par 
J. SZARSKI (Kraków) 


Introduction 


Considérons un systéme d’équations différentielles ordi- 
naires 
(1) VV Yn) , GEN) 


où les fonctions f; sont supposées d’être continues dans un 
ensemble ouvert © de l’espace de points (t, y,,...,y,)- 
Nous allons adopter les définitions suivantes. 


Majoration universelle au sens S}. Nous dirons que le 
système (1) se prête à la majoration universelle au sens 
S} dans 2, lorsqu’ à tout point P (f, 9,,..., ÿ,) apparte- 
nant à Q il correspond une intégrale 
(2) y =o) , @=1,2,..., n) 
du systéme (1) issue du point P, et remplissant la condition 
suivante: 

Condition MY: pour chaque courbe 
(3) y=vit) , G@=1,2,..., n) 


passant par le point P,, continue et satisfaisant aux inéga- 
lités différentielles 


4 yv@)<f@év,@,.... v0) , @=1,2,..., n) 
dans un voisinage unilatéral à droite de #,, les inégalités 


(5) v(t) <{f)., G@=1,2,..., n) 


sont vérifiées dans un voisinage unilatéral à droite de f, 
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Nous dirons que le système (1) se prête à la majoration 
universelle au sens Sı dans 2, lorsqu’ à tout point P,(t, , 
Ÿ1,..., Ÿ,) appartenant à Q il correspond une intégrale (2) 
du système (1) issue du point P, et remplissant la condition 
suivante : 


Condition M, : pour chaque courbe (3) passant par P,, et 
satisfaisant aux inégalités différentielles - 


(6) YAE vO,....¥,0) , G—1,2,:..,n) 


dans un voisinage unilatéral à gauche de ¢,, les inégalités’ (5) 
sont vérifiées dans un voisinage unilatéral à gauche de t). 
Nous dirons enfin que le système (1) se prête à la majo- 
ration universelle au sens S, dans 2, lorsqu’ il se prête 
à la majoration au sens S ee au sens Sı simultanément. 
Majoration universelle au sens S,. Nous dirons que le 
système (1) se prête à la majoration universelle au sens 
Se dans 2, lorsqu’ à tout point P,(f,, ÿ,,..., Pa) apparte- 
nant 4.92 il correspond une intégrale (2) du systéme (1) 
issue du point P, et remplissant la condition suivante: 


Condition M} : pour chaque système d'équations différen- 
tielles 


(7) y; = g(t, Yis Yn) , GE n) 


dont les seconds membres sont continus dans 2 et y satis- 
font aux inégalités 


(8) ET VI) ET Mares a) , @=1,2,...;n) 


et pour chaque intégrale (3)-du systémie (7) issue du point 
P,, les inégalités (5) sont vérifiées dans un voisinage uni- 
latéral à droite de t,. 


Nous dirons que le système (1) se prête à la majoration 
universelle au sens S, dans 2, lorsqu’a tout point Po (tọ. 
Ýi»... ¥,) appartenant à 2 il correspond une intégrale (2) 
du système (1) issue du point Py et remplissant la condition 
suivante: 

Condition M, : pour chaque système (7) dont les seconds 
membres sont continus dans 2 et y satisfont aux inégalités 
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OMS ay eat Es Vide ay) ee Eee ire) 

et pour chaque intégrale (3) du systéme (7) issue du point 
P,, les inégalités (5) sont vérifiées dans un voisinage uni- 
latéral à gauche de t. 


Nous dirons enfin que le système (1) se prête à la majo- 
ration universelle au sens S, dans 2, lorsqu’ il se prête 


3 Sieve + — z 
à la majoration au sens S, et au sens S, simultanément. 


Remarque 1. Il est immédiat qu’un système qui se prête 
à une des majorations au sens S}, S}, ou S, se prête à for- 
tiori à la majoration correspondante au sens S3, S,, ou S,, 
mais le réciproque n’est pas évident. 

Majóration universelle au sens T,. En remplaçant dans 
les énoncés des conditions Mt et M, iA phrase” pour chaque 
courbe (3) passant par le point P)(f),¥,,....¥,) ” par la 
phrase suivante: ” pour chaque courbe (3) issue d’un point 
Q (f,Y:...,Y,) quelconque appartenant à 2 et tel que 


(10) Vi <Ÿ: , (i=1, 2,...,n). 


continue etc.” , on obtient les définitions des majorations 
au sens T}, T} et Tes 


Majoration universelle au sens T,. En remplaçant dans les 
énoncés des conditions M} et M, la phrase” pour chaque 
intégrale (3) du Système (7) issue du point P,” par la 
phrase suivante: ” pour chaque intégrale (3) du système (7) 
issue d’un point Q (fp y,,..-,¥,) quelconque appartenant à 2 
et remplissant les inégalités (10) etc.”, on obtient les dé- 
finitions des majorations au sens T}, T, et T>. 


Propriété P de l’ensemble 2. Nous dirons qu’un ensemble 
ouvert 2 jouit de la propriété P, lorsque toute section 
non-vide de l’ensemble 2 par un plan t= const. constitue 
un ensemble convexe. 


Condition C. On dira que le système de fonctions 
fi (t, Yp--->¥,), G=1,2,...,n), remplit la conoition C, lorsque 
la fonction f; (t, y,,...,y,) est croissante (au sens large) par 
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rapport à chacune des variables y,,..., Yi Y;11,..., Yn Sépa- 
rément.!) 

Condition D. On dira que le système de fonctions 
fi Eyv.Y), remplit la condition D, lorsque la fonction 
fi (Yi... YA) est décroissante (au sens large) par rapport 
à chacune des variables ÿ,,...,y;_ 1, Y;+1,...,Y, séparément. 

Remarque 2. Il est facile de montrer que si l’ensemble 2 
jouit de la propriété P, alors les fonctions d’un système 
f,@,y,--.,¥,), G=1,2,...,n), remplissant les conditions C 
et D à la fois ont forcément la forme 
(11) Cr YEN Dye o 
où la fonction h; ne dépend que des variables t et y;. 

M. T. Wazewski a démontré?) que la condition C est suffi- 
sante et nécessaire pour que le système (1) se prête à la 
majoration universelle au sens Tj . Une proposition ana- 
logue subsiste pour la majoration universelle au sens Te i 
La condition D est pareillement suffisante et nécessaire?) 
pour que le système (1) se prête à la majoration universelle 
au sens T}. Une proposition analogue subsiste pour la 
majoration universelle au sens T, . Jl en résulte, en vertu 
de la Remarque 2, que les seuls systèmes qui se prêtent à 
la majoration au sens T} ou bien au sens T, dans un en- 
semble 2 jouissant de la propriété P sont ceux dont les 
seconds membres ont la forme (11). 

Or le but de la note présente est d’établir des propo- 
sitions analogues pour les notions de majoration au sens S. 


§ 1. 
Avant d’énoncer les théorèmes en question nous allons 
démontrer quelques lemmes qui nous faciliteront les dé- 
monstrations dans la suite. 


1) Ceci veut dire que 

n U goon Yj—v EY es Vn SF; EI YE G Vjtareees Yn) 
lorsque i+ j et kj < lj. 

2) cf. T. Ważewski: Systèmes d’équations et d’inégalités différen- 
tielles aux deuxièmes membres monotones, Ann. Soc. Pol. Math. T. XXIII. 
Théorème 2a et Théorème 3. - 

8) cf. Wazewski: loc. cit. Théorème 2a bis et Théorème 3 bis. 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXII. 14 
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Lemme 1: Supposons que la fonction f (t, y) soit continue 
au voisinage du point (0, 0) et qu’elle y remplisse les rela- 
tions 
(12) f (0,0) =0 
(13) f (#,0)>0 pour t>0. 
Dans ces hypothèses il existe une courbe y= y(t) définie 
et dérivable au voisinage de t=0 et telle que 


(14) y (E) <f (t, y (£) pourt>0. 
(15) y(t) > 0 pourt>0. 
(16) y(0)=0. 

Démonstration. Considérons l’équation différentielle 
(17) y' =f t y)— 3ft 0) . 
ainsi que l'équation ' 
(18) y =f (t, y)— f (t,0). 


et désignons par y= y (f) lintégrale supérieure de l'équation 
(17) issue du point (0,0). On aura alors (16) ainsi que (14) 
puisque, d’aprés (12) et (13) 


9 vy O=f&vO)—-FFEO<Ff(t,y@) pourt>0. 


D’autre part le second membre de l'équation (17) étant, en 
vertu de (13), plus grand que celui de |’équation (18) et la 
courbe y =Q étant évidemment une intégrale de l’équation 
(18) issue du point (0,0) on a l'inégalité (15) 4). 


Lemme 2. Supposons que la fonction f(y) soit continue 
dans un intervalle A et que pour deux valeurs y> y appar- 
tenant à Aon ait linégalité 


(20) FH) <F(). 


Dans ces hypothèses il existe un ÿ appartenant à A et un 
ô >0 tels que 


(21) f(y) >f) pour y—dé<y<y. 
4) E. Kamke: Differentialgleichungen reeller Funktionen, Chelsea Pu- 


blishing Company, 1947, p. 91, Satz 5. L’inégalité (15) résulte de ce théo- 
rème en vertu de l'inégalité (13). 
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Démonstration. Désignons par y la borne inférieure de 
y tels que 
(22) fo =t) et y<y<y. 
D’après (20) on a ¥>y et en posant ô= ý —y on aura, en 
vertu de la continuité de f(y), l'inégalité (21). 

Lemme 3. Soit donné dans le plan des variables (t, y) un 


ensemble ouvert G contenant 4 son intérieur le segment 
ouvert (— ô, 0) sur laxe y, où 8 >0. 


Nous affirmons qu’il existe une courbe y = y (t) continue 
et continument dérivable dans un voisinage unilatéral à 
droite de £= 0, située à l’intérieur de G pourt > 0 et telle que 
(23) y (0) —0 
(24) lim y ()=—. 


t—0+0 
Démonstration. Soit y,, (v=1,2,...) une suite de points 
sur le segment (— 6, 0) de l’axe y telle que 


(25) Yy S Yyy lim y, =0. 
y—>+oo 


Pour tout indice v il existe un h,>0 tel que le rectangle 
R,, défini par les inégalités 

(R,) 0<t<h, ; Y, <Y<Yyy: 

est contenu à l’intérieur de G. On aura alors 


(26) 5 R EG: 
v=1 


Soit h, une autre suite telle que 


(27) 0 Sie heh hs hy ; lim hy = 0. 


co 


Joignons les points (h, ny) et (h, 41> Yp41) Par un segment 
rectiligne S,. D’après (27) nous aurons alors 


(28) SEER 
Ces segments réunis forment une ligne continue 
(29) t = o(y) pour —éd<y<0 


telle que, d’aprés (27), 


14 
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(30) lim o (y) = 0. 
y>0-0- 
En vertu de (28), la ligne (29) est contenue à l’intérieur de 
co 
DR, 
v=1 


Dans chaque intervalle (y,,, Y+) On a 


(31) o (y) = d, 
où d, est une constante satisfaisant à l'inégalité 
(32) dO 


On vérifie en outre que 
y 


(33) o(y) = | oy) dy pour — ô< y < 0. 


ô 

Conidérons maintenant les rectangles R, définis par les iné- 
galités 

(R,) DOVE VIS Li 


et construisons, comme tout à l’heure, une fonction o(y) 
pour — 8<y<0 de façon que la courbe 


(34) t = 6(y) pour — 8 < y < 0 
co 
soit continue, située à l’intérieur de D% R, et qu’ on ait 
v=1 
(35) lim o(y) =0 
y=>0—0 


On aura donc, d’après (31) et (R,), dans chaque intervalle 
GE) 
(36) o'(y) < 5 (y) < 0. 
Il en résulte qu'en posant 
y 


(37) t y) = | 5(y)dy 


0 
on a 
(38) t(y) > 0 pour — à <y <0; 70)=0. 
(39) r (y) = 4(y) <0 pour —ô <y <0. 
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; ; 
(40) u(y)< J o'(y) dy = 0 (y). 
D’après (35) et (39) on a 

(41) v (0)=0. 

Il s’ensuit de (38) et (40) que la courbe 
(42) t=r(y). 


Cc 
est contenue à l’intérieur de > R, pour — ô< y <0, puis- 
v=1 


que la courbe (29) l'était. Par conséquent, d’après (26), la 
courbe (42) est située à l’intérieur de G pour — ô< y <0. 
La fonction t(y) est en outre continument dérivable et dé- 
croissante au sens stricte, d’après (39). 

En désignant donc par y(t) la fonction inverse à z(y) 
on vérifie, d’après les propriétés de la fonction t(y) et en 
particulier en vertu de (38) et (41), que la courbe y = w (t) 
qui est identique à la courbe (42) remplit toutes les condi- 
tions du lemme présent. 

Les lemmes qui suivent joueront le rôle principal dans 
les démonstrations des théorèmes du § 2. 

Lemme 4. Supposons que l'ensemble 2 jouisse de la 
propriété P. 

Supposons en plus que les seconds membres du systéme 
(1) soient continus et que la fonction f, (¢,y,,...,y,) ne soit 
pas croissante par rapport à y, dans ©. 

Dans ces hypothèses il existe un point P, (f,,¥,,..., Ýn) appar- 
tenant à 2 tel qu ’à toute intégrale (2) du système (1) issue 
du point P, il correspond une courbe (3) passant par 
P,, satisfaisant aux inégalités différentielles (4) dans un voi- 
sinage unilatéral à droite de ¢, et y remplissant l'inégalité 


(43) pv, Ô > 9,0 pour ¢>f,. 


Démonstration. Il existent, par hypothèse, deux points 


RP Vor Pare Pr) et R (fo, Pts Vor Pare Pr) appartenant a Q 
tels que y,>y, et 


(44) fi ESE Vor REA ES À CY A EAA 
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L’ensemble 2 jouissant de la propriété P le segment [R, À] 
est contenu dans 2. En vertu de (44) il existe, d’après le 
Lemme 2 (en posant f (vy) =f, (to ÿ1, Y,Ÿ»...,Ÿ.)), un ÿ, et un 
ô >0 tels que 
(45) fi (fo Ýr Var Ýa- A) > fi CARE Ya Ya .. ÿ,) 
pour ÿ, —Ü< y, < Ñz. 

Soit (2) une intégrale du système (1) issue du point Py. 
Introduisons maintenant la transformation, définie dans un 
voisinage V de P, 

T=t= tt 
(46) Y =y; — a(t). 

Y,=y,—9,+ME—#t,) , G=2,3,...,n). 
où M>0 est une constante fixe, choisie dé façon qu'on ait 
(47) (Pr P)EMSO0 , G=2,3,....n). 


Le point P, (to 9,,..-, Ýn) se transforme en point Q, = (0. 0,...,0) 
et le systéme (1) prend la forme 


(48) Y/(/=F,(T,Yp...,Y,) , (i=1,2,....n). 
ou 
(49) By (iis MeV 


= f Et Y,+9 (Tt), YoY 
-MD V0 MT] TFE) 


(50) F(T, Yy...Y,) = 

=f, [T+t, Y tp (Ttt). Y2+92—MT,...,¥at+Pn— 

— MT]+M, (j= 2, 3,...;n). 

Il est immédiat que la transformation (46) ainsi que la 
transformation invérse conservent les inégalités différen- 
tielles de la forme (4) et les inégalités ordinaires de la 
forme (5). 
Désignons par Y, = (T) celle des intégrales du système 
(48) issue du point Q, qui est l’image de l'intégrale (2) par 
l'intermédiaire de la transformation (46). On aura alors au 
voisinage de T=0 
et par conséquent 
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(52) F, (0,0,...,0)=0. 

D’autre part, en vertu de (47) et (50) 

(53) OF (00 07:27...) + 0 G—2)3,....0). 
L’inégalité (45) implique, d’après (49) et (52) 

(54) F,(0,0,Y:,0....,0)>0, pour —8<Y,<0. 

Il en résulte, en vertu de la continuité de la fonction F,, qu'il 
existe dans le plan des variables (T, Y,) un ensemble ouvert 
G contenant à son intérieur le segment ouvert (—6,0) sur 
laxe Y, tel que 

(55) F, Gi, 0-Y,,0,...,0)'> 0 dans G. 

En vertu du Lemme 3 il existe dans G une courbe Y,=¥,(T) 
continue et continument dérivable dans un voisinage uni- 
latéral à droite de T —0 telle que 


(56) y, (0) =0. 

(57) lim Y”; (T) =— œ. 
T—0+0 

Posons ensuite 

(58) 2 (D=0 , G=3,4...., n). 


On aura alors, d’aprés (55) 
(59) FL 02 (D), 2 (D)... e @) 0 pour T> 0. 
dans un voisinage unilatéral à droite de T=0. 
Il s'ensuit, selon le Lemme 1, en posant 
FE y) = FE, y, ¥),.... PO), 
qu’il existe une fonction ¥,(T) satisfaisant à l'inégalité diffé- 
rentielle 
(60) P'(T)<FUT, PT), PÂT),..., ¥,(T)) pour T >0. 
dans un voisinage unilatéral, suffisamment petit, de T —0Q 
et telle que 
(61) (0) —0:. 
(62) Y (T) >0= %(T) pour T>0. 
D’aprés (53), (56), (57), (58) et (61) et en vertu de la con- 


tinuité on aura dans un voisinage, unilatéral, suffisamment 
petit, de T=0. 


(63) Y(T) < FAT, PT)... PAT), G=2,3)-+-,n). 
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En désignant par y,—y,(é), (i = 1,2,..., n) l’image de la 
courbe Y,—¥,(T), (i=1,2,..., n), construite tout à l’heure, 
par l’intermédiaire de la transformation inverse à (46), on 
vérifie que la courbe y;—=#y;(f) passe par le point P,(f,, 
Ÿ:,. ., ¥,) en vertu de (56), (58) et (61), satisfait aux inéga- 
lités différentielles (4) dans un voisinage unilatéral 4 droite 
de f, (en vertu de (60) et (63)) et y remplit l'inégalité (43) 
(d’aprés (62)). 

Cette courbe en est donc une dont il fallait démontrer 
l’existence. 


Lemme 5. Conservons les hypothéses duLemme 4 relatives 
à l’ensemble 2 et à la continuité des fonctions f,, et suppo- 
sons que la fonction filt, y,,..., Yn) ne soit pas Cees aate 
par rapport 4 y, dans 2. 
Dans ces hypothèses il existe un point P,(to,¥,,..., ÿ,) 
appartenant 4 2 tel qu’ 4 toute intégrale (2) du systéme (1) 
issue du point P, il correspond une courbe (3) passant par 
P,, satisfaisant aux inégalités différentielles (6) dans un voisi- 
nage unilatéral à gauche de f, et y remplissant l'inégalité 


(64) y(t) > 9,(#) pour t< f: 


Démonstration. Nous allons déduire ce lemme du Lemme 
4 en introduisant la transformation 


(65) Pe e y m GEE o h 


qui change le signe des inégalités différentielles de la 
forme (6) et conserve les inégalités ordinaires de la forme (5). 
Par cétte transformation le système (1) prend la forme 


(66) VE UO) REND A) RE EE 8) 
ou 
(67) F(T, DI VA) EST A) (12 mn). 


La fonction f,(f, y,,..., Yn) n'étant pas décroissante par 
rapport à y, dans 2 jl résulte de (67) que la fonction 
F ,(T,Y,,..., Y,) n’est pas croissante par rapport à Y, dans 
(l Anebi o qui est l’image de l’ensemble 2 par l'inter- 
médiaire de la transformation (65). 
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Il s'ensuit que le système (66) satistait aux hypothèses du 
Lemme 4 dans l’ensemble 2* et par cosèquent il existe un 
point Q, (To; AAA) appartenant 4 2* et remplissant les 
conditions du Lemme 4 par rapport au système (66). 
Désignons par Po(t, ÿ1,..., ŷn) l’image du point Q, par 
l'intermédiaire de la transformation (65), c. — à.—d. 

(68) f=—T, ; =Ý, , (i=1,2...,n). 

Soit (2) une intégrale quelconque du système (1) issue du 
point P,. 

Son image par la transformation (65) sera une intégrale 
(69) Y, =0, (T) , (=1,2...,n). 

du système (66) issue du point Q,. où 

(70) EDERE 5 G=1, oo A) 

En vertu du Lemme 4 il existe une courbe 

(71) Pye CE een) 

passant par Q,, satisfaisant aux inégalités différentielles 
CORP (D EE DE D) Geen 

dans un voisinage unilatéral à droite de T =T, et y rem- 
plissant l'inégalité 


(73) P,(T) > &,(T) pour T >T,. 
En posant 
(74) wy. (t)= ¥,(—2#); G@=1,2::..,.n). 


on vérifie, d’après (67) et (72), que la courbe y;= w;(t) 
satisfait aux inégalités différentielles (6) dans un voisinage 
unilatéral à gauche de £= f et y remplit, selon (70) et (73), 
l'inégalité (64). 

Lemme 6. Supposons que les seconds membres du système 
(1) soient continus dans l’ensemble ouvert contenant le 
point Py (t, ¥,,...,¥,) et que la fonction f, (¢, y,,...,¥,) soit 
de classe C!. Supposons en plus qu’on ait l'inégalité 


o 
(75) | = <0 
Y2/ Po 
Dans ces hypothéses, pour toute intégrale (2) du systéme 
(1) issue du point P, il existe un système d’équations (7) 
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dont les seconds membres sont continus dans 2 et y satis- 
font aux inégalités (8), et une intégrale (3) du systéme (7) 
passant par P, et satisfaisant à l’inégalité (43) dans un voi- 
sinage unilatéral à droite de f. 


Démonstration. Etant donnée une intégrale (2) du système 
(1) issue du point P, il suffit de construire le système (7), 
dont il est question, dans un voisinage fermé du point P,, car 
on pourra ensuite prolonger les seconds membres du système 
obtenu sur l’ensemble 2 tout entier de façon que les fonc- 
tions g, soient continues et satisfassent aux inégalités (8) 
dans 9. 


En effectuant la transformation 

(76) T=t—t, ; Y,=y—9p@ , (i—=1,2,..,n). 

nous pouvons réduire le cas général à celui où P, = (0, 0,..., 0), 
toutes les fonctions 9;(f) remplissent les identités 


(77) pm (=0 , (—=1,2,...,n), 
et par conséquent 1 
(78) HD 00 OCT? mn). 
D'après (75) il exite un A>O tel que 
(79) — n >A. 
y2 


dans un voisinage suffisamment petit de P, D’autre part 


la fonction f, étant, par hypothèse, de classe C" il existe 
un B>0 tel que 


ð 
(80) D 


i=1 


au voisinage de P}. 

D‘aprés (78) et (79) on a dans un voisinage V, suffisamment 
petit, de =0 

(81) f, ¢,0;—£,0,...,0) SAF pour ¢>0. 

Posons 


6) »,()=—-ty,®=—At, h=3,4....n). 
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On aura alors, d’aprés (80), dans le voisinage V 
fi (t, 0, p(t) POO Of) Vr CODE (t, 0, Wa (é), 0,. DO) 0)) > 


A 
>—B;pt pourt>0. 


donc en vertu de (81) 
(84) At, 0, v2 Es va D) >St>0 ea 0 


dans le voisinage V. 
Il en résulte, selon le Lemine 1, en posant 


f (t, y) = fi (t, y, v2(6),..., Ya (©), 


qu’il existe une fonction y, (f) satisfaisant dans un voisinage, 
suffisamment petit, de £= 0 à léquation différentielle 


(85) 1 
yi (#) = fi (t, Pi (£), WPa (#),. °.) Wn (#)) ime D: fi (t, 0, Wo H: .., Yan (#)) 


et telle que 
(86) y, (0) =0 
(87) y, @) >0=9, (£) pour {>0 


Il suffit maintenant de poser au voisinage du point P, 


g, (E, Yii Y) = fa E Yis- YDE AED ve D. Va 

pour #>0. 

(88) ! 8, (f, Yir- Yn) = fi (É, Ye- Yn) +E pour <0. 
82 (f, Yee Yn) =—1. 


A M 
gi (f, Yn- Y) = — 75 GEESA Sn) 


On vérifie, d’après (78) et (84) et en vertu de la continuité, 
que les fonctions g; ainsi définies satisfont aux inégalités (8) 
dans un voisinage, suffisamment petit, de P,. D'autre part, 
d’après (82) et (85), la courbe y;,—y;(f) est une intégrale, 
issue du point P,, du système (7) avec les seconds membres 
définis par (88). Cette intégrale remplit, en vertu de (87), 
l'inégalité (43). 
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Lemme 7. Conservons les hypothéses du Lemme 6 en 
remplaçant l'inégalité (75) par inégalité 


(89) Gi). $0. 


Dans ces hypothéses, pour toute intégrale (2) du systéme 
(1) issue du point P, il existe un système d’équations diffé- 
rentielles (7) dont les seconds membres sont continus dans _ 
2 et y satisfont aux inégalités (9) et une intégrale (3) du 
systéme (7) passant par ce point telle que dans un voisinage 
unilatéral à gauche de f= f, on a l’inégalité (64). 

Ce lemme découle du Lemme 6 par l'intermédiaire de la 


transformation (65), tout comme le Lemme 5 a résulté du 
Lemme 4. 


§ 2. 


Théorème 1. Supposons que les seconds membres du sy- 
stéme (1) soient continus dans l’ensemble ouvert 2 jouissant 
de la propriété P. 

Dans ces hypothèses la condition C (Introduction) est suffi- 
sante et nécessaire pour que le système (1) se prête à la 
majoration universelle au sens Si dans 2. 


Démonstration. La condition C est suffisante. En effet, 
la condition C étant remplie dans 2, à tout point P, appar- 
tenant 4 2 il correspond une intégrale du systéme (1) issue 
de ce point (et notamment l'intégrale supérieure à droite 
issue de P,) satisfaisant 4 la condition M} (Introduction) DL 
La condition C est aussi nécesaire. En effet, supposons que 
les fonctions f; ne remplissent pas la condition C. Nous 
pouvons supposer (en changeant au besoin le numérotage 
des variables et des fonctions) que la fonction f, (t, y,,..., Yn) 
ne soit pas croissante par rapport à y, dans 2. 

Il résulte alors du Lemme 4 que la condition énoncée dans 
la définition de la majoration au sens st (Introduction) est 
en défaut pour un point P, appartenant à 2. 


5) E. Kamke: Zur Theorie der Systeme gewöhnlicher Differential- 
gleichungen, Acta Math.. T. 58, p. 82, Satz 9. 
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Théoréme 2. Dans les hypothéses du Théoréme 1 la con- 
dition D (Introduction) est suffisante et nécessaire pour que 
le systéme (1) se préte 4 la majoration universelle au sens 
Sı dans 2. 

Démonstration. La condition est suffissante. En effet, la 
condition D étant remplie dans 2, à tout point P, apparte- 
nant à 2 il correspond une intégrale du système (1) issue 
de ce point (et notamment l'intégrale supérieure à gauche 
issue de P)) satisfaisant à la condition M; (Introduction) ® 
La condition est aussi nécessaire. En CCE supposons que la 
condition D ne soit pas remplie. Nous pouvons supposer 
que la fonction f, (t, y,..., y,) ne soit pas décroissante par 
rapport à y, dans 2. Il résulte alors du Lemme 5 que la 
condition énoncée dans la définition de la majoration uni-- 
verselle au sens S, est en défaut pour un point P, apparte- 
nant ©, 

En vertu de a Remarque 2 les Théorémes 1 et 2 impli- 
quent le suivant 


Théoréme 3. Dans les hypothéses du Thé 1 la con- 
dition suffisante et nécessaire pour que le système (1) se 
prête à la majoration universelle au sens S, dans 2 con- 
siste en ce que les fonctions f;(f,y,,...,y,) soient de la 
forme (11). 

Théorème 4. Supposons que les seconds membres du sy- 
stème (1) soient de classe C! dans l’ensemble ouvert 2 
jouissant de la propriété P. 

Dans ces hypothèses la condition suffisante et nécessaire 
pour que le système (1) se prète à la majoration universelle 
au sens Se dans 2 consiste en ce que les inégalités 
ho Pi (SER on) 
Ô Yj 
soient vérifiées en tout point de 2. 

Démonstration. La suffisance de la condition résulte du 
Théoréme 1, puisque les inégalités (90) impliquent dans 2 
jouissant de la propriété P la condition C. 


(90) 


6) E. Kamke: cf. loc. cit. 5). 
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La condition est aussi nécessaire. En effet, supposons que 
les inégalités (90) ne soient pas remplies toutes en un point 
P,. Nous pouvons supposer (en changeant au besoin le 
numérotage des variables et des fonctions) qu’on ait l’iné- 
galité (75). Il résulte alors du Lemme 6 que la condition 
énoncée dans la définition de la majoration au sens S} est 
en défaut pour le point P}. 


Théoréme 5. Dans les hypothéses du Théoréme 4 la con- 
dition suffisante et nécessaire pour que les systéme (1) se 
prête à la majoration universelle au sens S, dans 2 con- 
siste en ce que les inégalités 


of 
Oy, 


soient vérifiées en tout point de 2. 


(91) <0 , i=j,@j=1,2....,n), 


Démonstration. La suffisance de la condition résulte du 
Théoréme 2. La condition est aussi nécessaire. En effet, 
les inégalités (91) n’étant pas vérifiées toutes en un point 
Py, nous pouvons supposer qu’on ait l'inégalité (89). Il 
s'ensuit alors du Lemme 7 que la condition énoncée dans la 
définition de la majoration universelle au sens S, est en 
défaut pour le point P}. 

Les Théorémes 4 et 5 entrainent le suivant. 


Théoréme 6. Dans les hypothéses du Théoréme 4 la con- 
dition nécessaire et suffisante pour que le systéme (1) se 
préte 4 la majoration universelle au sens S, dans 2 consiste 
en ce que les fonctions f; (t, y,,..., y,) soient de la forme (11). 


Remarque 3. On peut définir les notions de minoration 
universelle analogues à celles de majoration universelle. 
Nous définirons à titre d'exemple la notion de la 


Minoration universelle au sens We On dira que le sy- 
stème (1) se prête à la minoration universelle au sens Us 
dans 2, lorsqu’ à tout point P, appartenant à 2 il corres- 
pond une intégrale (2) du systéme (1) issue de P, et remp- 
lissant la condition suivante : 
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Pour chaque courbe (3) passant par P,, cotinue et satis- 
faisant aux inégalités différentielles (6) dans un voisinage 
unilatéral à droite de f, les inégalités 


(92) yO >p , (G—=1,2...,n) 
sont vérifiées dans un voisinage unilatéral a droite de t,. 
On définit d’une façon analogue les notions de minoration 
au sens U;, U,, U}, U; et U, 
Or tous les Théorémes 1—6 restent vrais aussi pour les no- 
tions de minoration universelle. 
On obtient les théorèmes respectifs des Théorèmes 1—6 
par l'intermédiaire de la transformation 


(93) DR ——— yn ee) 

car elle transforme les inégalités différentielles de la forme 
(94) Vi SES ay)» CH=82).5,n): 

en les inégalités de la forme 

(95) NP 2 AY, Fg Y ate (Gd RER) 

et les inégalités 

(96) VOSTO 5 G=1,2,...;-n) 


en les inégalités 
(97) VA) Oh) = a 12 mn) 


SUR UN THEOREME DE M. BIERNACKI” 


Par 
GYULA (Julius) SZ-NAGY (Szeged, Hongrie) 


§ 1. Je vais exposer ici une démonstration élémentaire 
du théoréme suivant: 


I. Désignons par 1 et u des nombres quelconques (réels 
ou complexes) et pat m, m,,...,m, des nombres positifs 
arbitraires et posons: 


(1) f(z) = (z—z,) (z—z,)... (z—z,,) 
(2) 1 =10)| atu) TE | 
EEL k 


Si le cercle K 
(3) |z-—z|l<r 
contient tous les zéros du polynome f(z) alors le cercle K, 
(4) |z—z|<r,=ry2 
contient an moins (n—1) zéros du polynome g(z). 
Le cercle K, contient tous les zéros du polynome 
(5) f(z) g (2) — g(z) f@) 
c. a. d. tous les zéros, situés a distance finie, de la dérivée 


de la fraction rationnelle g(z) : f(z). 


Ce théorème a été établi dans le cas ou m, = 
=m, = ... = Mm, = l,c.à.d. dans le cas des polynomes 


1) L'idée fondamentale de ce travail est déjà contenue dans un article 
que j’ai publié en hongrois en 1942. Cependant les démonstrations actu- 
elles sont beaucoup plus simples et plus courtes que celles d’autrefois. 
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g(z)=Af(z)+4f(z par M. Biernacki?. J. Dieudonné” 
a trouvé une autre démonstration de la première partie de 
ce théorème de Biernacki. 

$ 2. On a le théorème suivant: 

II. Soient¢, ett, (i Æt» ti Æ 2, pouri=1,2et k=1,2,...,n) 

des zéros du polynome g(z) (40) et H ľhyperbole équi- 
latére qui passe par ¢, et 6, et dont le centre est 7 (6+6) 
Le polynome f(z) posséde au moins un zéro dans la région 
du plan extérieure a hyperbole H et aussi au moins un 
zéro dans la région intérieure à cette hyperbole, à moins 
que tous les zéros de f(z) ne soient pas situés sur H. 
Ce théorème est encore valable lorsque £,=¢, est un zéro 
multiple du polynome g(z), tandis que f(¢,) 0. Dans ce 
cas H est un couple quelconque de droites se coupant a 
l'angle droit au point ¢,. 

Dans cet énoncé la région extérieure (respectivement 
intérieure) à l’hyperbole H est le lieu des points d’où l’on 
peut mener deux (resp. aucune) tangentes à l’hyperbole. 
Chacune des régions relatives 4 une hyperbole H dégénérée 
(¢,=¢,) est un angle rectangle double dont les côtés se con- 
fondent avec les droites de H (il comprend deux angles 
droits symétriques par rapport à £;). 

’ai déjà démontré” d’une manière élémentaire la pré- 
mière partie du théorème II (¢,¢,) dans le cas des poly- 
nomes /(z)=Af(z) + uf(z). Ma démonstration est valable 
sans modification dans le cas où les m, sont des nombres 
positifs arbitraires. 

Lorsque ¢,=¢, et f(¢,)40 on a g(¢,)=0 et g'(,)—0. 
' Donc ¢, est un zéro de la fraction rationnelle: 

(6) f(z) g'(z) — g(a) F(z) _ Fak FAR y M, 
f(z) f(z) ~,G—z,)’ 


*) M. Biernacki, Sur les équations algébriques contenant des para- 
mètres arbitraires. Bulletin de l’Académie Polonaise des Sciences et de 
Lettres, Classe des Scienc. Math., Série A 1927, 541—685. 

*) J. Dieudonné, Sur quelques points de la théorie des polynomes, 
Bulletin des Sciences Math., Série 2, 58 (1934), 273—296. 

4) Gy. (J.) v. Sz. Nagy. Zur Theorie der algebraischen Gleichungen, 
Jahresbericht der Deut. Math. Ver. 31 (1922), 238-251. 
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D’après un autre théorème tout aussi élémentaire que j'ai 
établi ailleurs® tous les zéros de cette fraction rationnelle 
sont situés dans un domaine dont la frontière est le lieu 
des points d’où l’on voit sous l’angle droit le plus petit po- 
lygône convexe contenant tous les points Zi, Z,..., Z, (,kon- 
vexe Hülle“ des points z,). Si un point de la frontière 
du domaine en question est un zéro de la fraction ration- 
nelle, les points z, sont situés sur les côtés de l'angle droit. 
Il en résulte la deuxiéme partie du théoréme II. 


§ 3. Pour établir le théoréme I nous aurons besoin du 
théoréme II et d’un lemme géométrique que voici: 


III. Soient K et K, deux cercles concentriques de rayons 


r et r —rV2 respectivement. Par chaque couple de points 
P,, P, situés à l'extérieur du cercle K, il passe une hyper- 
bole équilatère H* dont le centre est le milieu P, du seg- 
ment P,P, et qui n’aaucun point (réel) en commun avec le 
cercle K. 


Dans la démonstration de ce théorème nous allons dire, 
pour abréger, qu’une hyperbole équilatère dont le centre © 
est P) et qui passe par P, et par P, est une ,,H-hyperbole“. 
Si cette hyperbole n’a aucun point en commun avec K, elle 
sera dite une ,,H*-hyperbole“. 


Une H-hyperbole est déterminée soit par sa tangente £, 
au point P,, soit par ses asymptotes, sa tangente £, au point 
P, est parallèle à t. Si K est contenu entre t, et t, H-hy- 
perbole est évidemment une H*-hyperbole. Il s'ensuit l’exac- 
titude du théorème II dans le cas où P, est situé sur la 
circonférence de K ou à l’intérieur de ce cercle. En effet, 
la longueur de ces cordes du cercle K, qui sont tangentes 
a K est 2r; si donc P, est situé sur la circonférence de K où 
à l’intérieur de ce cercle il existe évidemment une bande 
comprise entre deux droites parallèles ¢, et ź, passant par 


5) Gy. (J.) v. Sz. Nagy, Über die Lage der Wurzeln von linearen 
Verknüpfungen algebraischer Gieichungen. Acta scient. math. Szeged, l 
(1923), 127-138. 


SUR UN THEOREME DE M. BIERNACKI 227 


P, et P, respectivement et qui contient le cercle K. La 
H-hyperbole ayant la tangente f; est donc une pe DY Bet 
bole. 

La démonstration du théorème III dans le cas où P, est 
situé à l'extérieur du K, est tout aussi aisée. Les tangentes 
ménées du point P, au cercle K font entre elles un angle 
aigu, il existe donc un angle rectangle double W de sommet 
P, (il comprend deux angles droits symétriques par rapport 
à P,) qui ne contient aucun point de K. Si P, est situé 
dans W alors la H-hyperbole dont les asymptotes sont les 
cotés de W est une H*-hyperbole. 

Lorsque la demi-droite P,P, coupe la circonférence de . 
K, aux points Q, et Q, et lorsque Q, est situé entre P, et 
Q;, P, est situé soit sur le segment P,Q, soit en dehors du 
segment P,Q. Dans le premier cas la H-hyperbole dont les 
asymptotes sont paralléles 4 ces tangentes du K qui passent 
par Q, est évidemment une H*-hyperbole. Dans le second 
cas il existe une H-hyperbole dont la tangente au point P, 
soit {, n'a pas de points communs avec K, cette hyperbole 
est une H*-hyperbole. 

Il ne reste donc plus qu’à établir le théorème III dans 
le cas où P, est situé dans l’anneau compris entre les cir- 
conférences K et-K,. En introduisant un système des coor- 
données rectangulaires dans lesquel l’origine est au centre- 
du K et laxe positive Ox coincide avec la demi-droite OP, 
on obtient les relations: 


P, = (xo 0), Pi = (xp yı), P, = 32) x +x, = 2x Va Ve = 0, 
t< x <r =r y2, X Ey S r= 2r, x FST. 


À 2 


Dans ce système de coordonnées les équations de cercles 
K et K, sont respectivement : 


(7) x+y=r x+y =n=2r. 


Nous pouvons admettre que l’on a dans la démonstration 
du théoréme III: 


(8) Dei RS TIC LA GT). 


15° 
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En effet, lorsque |y,|>r cette H-hyperbole dont la tan- 
gente en P, est parallèle à l’axe Ox est une H*-hyperbole. 
Cela a lieu aussi dans le cas où x,<r car on a alors 
yi> ri —r=r Lorsque x,<—r c’est la H-hyperbole dont 
la tangente est parallèle à l’axe Oy qui est une H*-hyper- 
bole. 


L’équation de la H-hyperbole symétrique par rapport 4 
l'axe Ox s'écrit: 
2 2 
(9) y —(x—x,) =y — (xx) = A, 
et les abscisses de ses points d’intersection avec K satisfont 
à l'équation: 
(10) (x— x) +x=r— A, 


Pour que cette équation ne possède aucune racine réelle il 
faut et il suffit que l’on ait: 
2 


aD x%+2@—4—%)<0cad. A+ 259, 


Or cette condition est remplie, car l’on a: 
2 2 2 2 2 
A=y; ES = 2) = (x; SE VX: — Ehi — Xp) SS 
>f— xi — —x) = — x + 2x, (m — 4) > — x 


et par suite: 


L’hyperbole (9) est donc une H*-hyperbole. 

Le théorème III est donc complètement établi. Il est évide- 
ment valable aussi dans le cas où P, et P, se confondent 
avec P, et la H*-hyperbole se décompose donc en deux 
droites perpendiculaires passant par Py, car dans ce cas on 
voit le cercle K d'un point situé à l'extérieur du cercle K, 
sous un angle aigu. 

§ 4 Supposons maintenant que la première partie du thé- 


orème I soit inexacte, il existerait alors un polynome g(z) 
de la forme (2) qui aurait au moins deux zéros (distincts 
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ou confondus), soit ¢, et ¢, situés à l’extérieur du cercle (4). 
On pourrait tracer une hyperbole équilatère H* (pouvant 


se décomposer en droites) de centre HORRA) qui passerait 


par des points ¢, et &, et qui n’aurait aucun point (réel) 
commun avec le cercle |z—z,|=r. Il en résulterait que ce 
cercle et par suite tous les zéros du polynome (1), seraient 
situés dans une des deux régions déterminées par l’hyper- 
bole H*, c’est ce qui est en contradiction avec le théo- 
rème IJ. L’exactitude du théorème I en résulte car tout 
zéro situé 4 distance finie de la fraction rationnelle (6) est 
situé dans le cercle (4). 
Le théorème I peut être énoncé aussi de la façon suivante : 
Si les pôles de la fonction rationnelle 
n 
R(z) = D TE (m,>0; k=—1,2,...,n) 
k=1 2 Zk 
sont compris dans le cercle |z—z,|<r, alors R(z) est uni 
valente dans l'extérieur du cercle |z—z,|=r V26) 


5) M. Marden, On the zeros of rational functions having prescribed 
poles, with applications to the derivative of an entire function of finite 
genre, Trans. Amer. math. Soc., 66 (1949), 407—418, vient de généraliser 
le théorème I au cas où les coefficients mx sont des nombres complexes 
compris dans un angle de sommet 0 et d’ouverture œ (<2) et À est un po- 
lynome de degré p—1 à coefficients quelconques. Le polynome g(z) a alors 
au plus p zéros d’où l’on voit l'enveloppe connexe de zéros de f(z) sous 
T— w 
DESIRE 


un angle < 


UNE METHODE ELEMENTAIRE DE RESOLUTION 
DU PROBLEME DE DIRICHLET DANS LE PLAN 


Par 
F. LEJA (Kraków) 


1. Introduction. Soit F la frontière d’un domaine plan 
quelconque Dæ contenant le point à l'infini dans son inté- 
rieur, p(z) une fonction réelle définie et continue sur F des 
bornes m et M 

m< y(z) < M 
et 4 ensemble (supposé non vide) complémentaire 
à DotF. Il est clair que À est une somme žinie ou dé- 
nombrable des domaines disjoints bornés simplement con- 
nexes dont la frontière est contenue dans F. 

Soit 6 > un A de n+1 points différents quelconques 
situés sur F; {Lo Sue. Sn}. Désignons par vom) = 
=V (bu, Saye. z a) le Sadie. 


(1) V E=? — il, 


0<j k&n 
par LO (z, ¢™) le polynome 


es 
(2) LO (z, 0) = ER ion 
7 RE 


et par 4 un paramétre réel non négatif. 
Lorsque le systéme ¿™" varie sur F la valeur du pro- 
duit 
D 
(3) V, (6) = ve) se rD 


reste bornée et atteint sa borne supérieure. Désignons par 
; À ee 5 
(4) xr ee D x" uni xE D nil, 23500 
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ou plus brièvement par. 


(4) FOEN a ENE DE 
un système de n+1 points de F en lequel 
(5) V(x) = sup VC). 

c™) eF 


Un système (4) remplissant la condition (5) sera dit 
système des points extrémaux de F du rang n correspon- 
dant à A¢(z). 


Les polynomes : 
(n 
(6) DO (z, a, x = Lz, x) - BoA) D 1-01 7 


seront dits polynomes extrémaux du degré n associés à F 
et 49(z). Je dis que ces polynomes satisfont sur F à l’iné- 
galité 


(7) (DD (z, a, x) |< ere, j= 0) 2 n: ver 


En effet, désignons les points (4) plus brièvement par 
Xy Xp... X, et soit z un point quelconque de F. D’après (5) 
on a 


PR AR ee) a AX yy sens 2) 

d’où l’on conclut que 
n n 

(2 1) eM) < (i) x — x |) er rc) 

k=0 IS pay et ay 

(k+)) (k=) 
et cette inégalité entraîne immédiatement l'inégalité (7). 

Formons la somme de modules des polynomes extré- 

maux (6) et faisons varier n 


© F(z.) = S191 x), n=1,2.. 


Il est évident que la fonction F,(z,4) est positive dans le 
plan entier et, si 4+0, la fonction 


+ log VF, (z, a) 


232 F. LEJA 


est égale à p(z) aux points extrémaux (4) et par suite elle 
constitue une approximation de la fonction donnée ø(z) 
sur F. 

Le but proncipal de ce travail est de démontrer que, 
dans l’ensemble 4 + F, il existe la limite réitérée 


(9) Jim {ti lim > z log VF, (z, 5)= (z) 


et que la fonction E constitue la solution du problème 
de Dirichlet pour le domaine (ou la somme de domaines) 
A et les données frontière ¢(z). 


2. Premier passage à la limite. Supposons que 1 soit 
fixe. 


Théorème I. La suite (y F (z, J} tend dans le plan en- 


tier vers une limite finie 


(10) lim Y F„(z,4) = ®(z,2) 
n—> CO 
Sitisfaisant aux inégalités 
(11) log ®(z,1) > 1m dans le plan entier 
(12) log D(z,1)<1g(z) sur F. 


Démonstration. Soit 6"={é, ¢,..., n} un système 
de n+1 poins de F. Posons 


(13) DOG) = RC CD)re CP AE ln. 
et désignons par ®,(z,1) la borne inférieure du plus grand 


des modules | 6”(z,,¢)|, j—0,1,...,n, lorsque (z et n étant 
fixes) le système ¢® varie sur F 


(14) S,(z,2) = inf {max| bz, 2,0) | ‘, R= 2 a 
c(neF 


Je dis que, quels que soient z et 2, on a 
(15) D (2:4) > D, (z,2)+@,(z,2) pourwety=1,2,... 


En effet, à tout ¢>0 on peut faire correspondre un sy- 
stème de u+v+1 points de F, soit 


PROBLEME DE DIRICHLET 233 


(16) Ve ey ey ere eae 

pour lequel 

(17) D, (2,4) > max | D” (z, y¥"™)|—e. 
: ; 


Formons le produit 


—»Mo(y. )+...+ (y. )] 
W(zy:, Vigne ++ yi) =Viz, Yipo y) e aE AD 


où les Yi, sont des points (16) et cherchons son maximum 
lorsque (v étant fixe) les Yi, parcourent le système (16). On 
peut supposer que ce maximum soit égal à W (z, VDE Yat 


et que par suite 


(18) WG Yi... Ypi) > W(z, y; Yure Ver Yk- y) 


pour 
i—=0,1,...,u et k=ywt+l,...,u+». 


De (18) on déduit l'inégalité 
i y k ». ` v 
EA EE PTE AE yee. vial 


et comme max | O°(z, 2, y®)| >®,(z,1) ona 


(19) | (z,1, )|>@(z,4) pour i=0,1,..., 4. 


Observons maintenant que si l’on pose y“ = { Varvara 


et y”? = {Yn Vest+++> Vi, On a identiquement pour 
i=0,1,...,4 


Nz, ny = ozay”) + OZ, y) 
donc d’aprés (17) et (19) 
® (Zz, +e>|0%,2,y)|-G,(z,2), pour i=0,1,..., 4, 


et par suite 
®,.,(z,a)te> ®(z,d) + ©,(z,2), 


ce qui entraîne (15) car € est arbitrairement petit. 


Il résulte de (15) que la suite y AA D tend vers une 


limite finie ou infinie. Posons 


234 F. LEJA 


(20) lim y ©, (z, 4) = O(z, A). 


n —> CO 


La limite (10) existe car on a quel que soit z 
(21) -  @(z,2) < F,(z,a)<(n+1)°@,(z, a). 


_ La première de ces inégalités est évidente. Pour prouver 
la seconde faisons correspondre à > 0 un système de points 
de F, soit 


(22) = [VeVi Vals 
pour lequel 
(23) MED (2) > max 1 o(z,2,y) — e. 


D’après la formule d’interpolation de Lagrange on a 
a(z, A xo) = Dy, a, x”) a LO, y) 


donc en vertu de (7) 


19°21, x) < DILO, y) e = ZOMG, z,y)| 
et par suite d’après (23) 


| B(z, a,x) |< (n+) [G,(z, 2) +e], 

ce qui entraîne l'inégalité F,(z,2) <<(n+1) ®,(z,2) car e est 
arbitrairement petit. 

Il reste à prouver que la limite @(z,4) est partout finie. 
Soit ‘a 

D = {Ny eee Mn} 

un système de n+1 points de F en lequel le produit (1) 
atteint son maximum qui sera désigné par V,(F). Parmi 
les produits 
49 =I, — 19)... (n; — n) Gr) i=0, UP QC n 


soit 4 le plus petit. On sait!) que les deux suites 


ace) et {aor} 


1) Ce journal t. 18 (1945) p. 4—11. 
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tendent vers le diamètre transfini (capacité) de l’ensemble F. 
Désignons ce diamètre par 
d(F) 


et soit z un point quelconque du plan et R(z) la plus 
grande distance de z à F. Puisque 


an) 1 < LR Le 


et que ®,(z,1)< max | 922,1) | on a 


RO) , 


C4 V5, < sore 


donc &(z,4)< R(z)-e":d(F) et par suite ®(z,1) est finie 
car d(F)>0. 


Les inégalités (11) et (12) résultent des suivantes: D’aprés 
(6) et (8) an a quel que soit z 


2) F,(@,2) > ÊIL x) |e" >" 


et d’aprés (7) on a sur F 
(26) F(2,1) < (n +1) e™* 
Le théoréme est donc démontré. 

Remarque. Les fonctions F,(z,1), ®,(z,4) et @(z,4) dé- 
pendent de Ag(z) et seront désignées aussi par 

F,(z,ay), ®,(z,ap) et D(z, Ay). 
Observons que, si y(z) est une fonction définie sur F et si 
Y(z)>y(z) sur F, on a d’après (14) en chaque point du 
plan ð a(z, 19) > ©, (z,iy) donc 
D(z,19) > G(z,1y) sip>y sur F. 

Observons encore ge la continuité de la fonction ¢(z) 
sur F n’est pas nécesaire pour l’existence des fonctions (14). 
Il suffit pour ce but que ¢(z) soit bornée sur F et on 


constate aisément que la limite (20) existe dans ce cas 
général. 
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3. Propositions auxiliaires. Jaurai à m’appuyer sur deux 
lemmes démontrés ailleurs. Soit C un continu plan quel- 
conque?) et z, un point de C. 


Lemme 1°). A fout e>0 correspondent deux nombres 
positifs 6 et N tels que toute suite de polynomes {P,,(z)},. 
où le degré de P,(z) est<n, remplissant sur C la con- 
dition 

|P.(z)|<M, où M est une constante et n=1,2,... 
remplit dans le cercle |z—z,|<6 la condition 
|P,(2)|< M(1 + 6)" pour n>N. 


Soit (E?) o —10 bean E 12 4, MO suite 
triangulaire des points situés sur F tels que les points de 
chaque système 6 = {£0 Em. £®} soient différents entre 
eux. Formons les n+1 polynomes (2) correspondant à ¢” 
et soit Z un point quelconque de F, r un nombre positif et 


M (zyr, ¿¢™) le plus grand de ceux des modules 
IL? (zy, |, j=0,1,...,0, 


pour lesquels le point go est contenu dans le cercle 

z—z,|<r. Si aucun des points ays CO ak ewe n'appartient 

au cercle |z—z,|<r posons M(z,, r, #7) = 0. 
Lemme 2. Lorsque z, est un point d’accumulation de 


la suite triangulaire {oe} on a quel que soit r>0 


(28) lim sup V M(z,, 7,0) >1. 


La démonstration de ce lemme est donnée implicitement 
dans le travail inséré dans les Annales Soc. Polon. de Math. 
t. 21 (1948), p. 80—89. 

Les points extrémaux (4), où 4 est fixe et n=l, 2,... 

20 : . (n,) eos 
forment une suite triangulaire tx; }. Désignons par 


F, 


A 


l'ensemble des points d’accumulation de cette suite. Le 
lemme 2 entraine la conclusion suivante: 


?) Ne se réduisant pas à un seul point. 
3) Pour la démonstration cf. Math. Ann. t, 108 (1933) p. 520. 
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Corollaire. En chaque point z, de F, on a 
(29) D (zp) = ee", 


En effet, p(z) étant continue en z,, à tout ¢>0 cor- 
respond un cercle K{|z—z,|<r} tel que »(z)>9(z,) —e si 
zeF.K, donc si le point Re du systéme (4’) est contenu 


dans F.K on a d’après (6) quel que soit z 
jp? (z 1 x) | > | g” (z x”) | Ca [p (z) — el 
et par suite 
E D > M (Zp T x) -e™ OPA 


Il en résulte d'après (10) et (28) que (2,2) > e "71 
d’où l’on conclut que (z,, a>e'?™. D'autre part, il suit 
de (12) que @(zy 1) < e 7% donc l'égalité (29) est démon- 
trée. 

Nous supposerons dans la suite pour simplifier que F 
soit une somme des continus“). 


Observons que, si 2=0 ou si 4 étant quelconque la 
fonction y(z) est constante sur F, les points extrémaux (4) 
sont repartis sur F de manière que le produit V(x) soit 
le plus grand. En vertu de principe de maximum les points 
de la suite triangulaire (4) forment alors un ensemble par- 
tout dense sur F et par suite l’ensemle F, couvre F, c’est- 
à-dire 

PTE 


Lorsque 2>0 et p(z) nest pas constante, la différence 
F—F, n’est pas en général vide. Néanmoins, lorsque 4 dé- 
croit l’ensemble F, augmente (ne diminue pas) et la distance 
6(z,,F,) d'un point quelconque z, de F à F, tend vers zéro 
avec 1. 


En effet, si 6(z,,F;) ne tendait pas vers zéro avec 1, 
presque tous les points de la suite triangulaire (4) seraient 
situés sur une partie fermée E de F à distance positive 


4) La frontière de 4 remplit manifestement toujours cette hypothèse. 
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de z,. Par suite, en désignant par V,(E) la borne supérieure 
de V(é) lorsque 6” parcourt E, on aurait 


V, (x N< <V (x). ee 7e (E)- es Dim 
D'autre part, on a d’après (5) 


(29°) VG )SV,(F) et 
et par suite 
e UE Va CE) VA). 

On en conclut que 24(M— m > log [d(F)/d(E)] donc 1 reste 
plus grand qu’un nombre positif car d(F) > d(E). 

Observons encore que, si ¢(z) est constante dans un 
voisinage d’un point z, de Fë), alors en vertu du principe 
de maximum l’ensemble F, couvre un voisinage plus petit 
de Zz, dès que 4 est suffisamment petit. 

Désignons, comme plus haut, par V,(F) la borne supé- 
rieure du produit (1), par V,,(F) la borne (5) et par d(F) 
et d,(F) les limites‘) 


= 2 
d(P)= lim V, PPT, d(F)= lim Vn (FN. 
—> CO 


Il suit de (29) que d,(F) > d(F) we D’autre part, étant 
d’aprés (3) 


V (ES VO) e —n(n+1)hm 
on en déduit l’inégalité d, (F) <d(F)- -e **™ donc lorsque 1-0 
on a d,(F)>d(F). 


4. Propriétés des fonctions ®(z,1). Supposons comme 
plus haut que 4 soit fixe. 


Théorème II. La fonction 
(30) log (z, a) 


est 1° harmonique dans le plan entier en dehors de la par- 
tie F, de F et 2° continue en tout point de F,. 


5) C'est-à-dire dans l’ensemble F.K, où K est un cercle de centre Zo 

5) La démonstration de l’existence de la seconde de ces limites est 
analogue à celle de la première fcf. M. Fekete, Math. Z., t. 17 (1923) 
p. 228—249]. 
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Démonstration. 1° Désignons les points extrémaux 
(4) plus brièvement par 


€ 
LU (Rx) 


et supposons que leurs indices soient choisis de manière que 
parmi les n +1 produits 


APE) = xx De "D, j=0,1.n 

k= j 
A(x) soit le plus petit. Soit z un point quelconque du 
plan non situé sur F, et r(z) et R(z) la plus petite et la 


plus grande distance de z à F,. Les polynomes extrémaux 
(6) satisfont aux relations 


A(x) z—x, 


(i) (h — (0) (n) ee 
DA) = 0 CA At) gaa, (= Onl 
donc 

(i) (n) (0) a), R(). 
1D"(z,4,x")1<1D" (z,4, X | SS © 
et par suite 
GD a OO) C 


n+1 R(z) 


Il en résulte d’après le théorème I que la suite 


(32) log V 1p (z, a, x)|, Plh Doos 


converge en dehors de F, vers log ®(z, 2). 


Soit G un domaine borné quelconque à distance positive 
de F,r la distance de G A F, et R le diamètre (proprement 
dit) de G+F,. D'après (31), (21), (24), et (25) on a dans G 


xm yy 2 R 1M 
Vase CAS V0 %(, 2x0) ynt D . J5: 


donc la suite (32) est uniformément bornée dans G ce qui 
prouve que la limite log ®(z,2) est harmonique dans G car 
les fonctions (32) y sont harmoniques dès que n est suffi- 
samment grand. 
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2° Je dis que la fonction ®(z,4) est semi-continue 
inférieurement en tout point du plan. 


En effet, soient k et n deux nombres naturels quelcon- 
ques. D'après (15) on a quel que soit z 


&,,,(z, 2) > [®,(z, a)" 


v Dyn (2,2) > ÿ/P, (Za) 


et par suite, lorsque k > œ, 


(33) P(z,4) > y D,(z,1) pour, 2 
Comme d’après (21) ®,(z,4)>F,,(z,4):(n+ 1)” on a 


1 
P(z DE Cn V F(z, a) ou Cn = en p17 


donc, Z, étant un point fixe quelconque du plan, 


@(z,2)>c, V BAC ME C: [y F, (z, 1) — V ECS 7) |. 


Observons maintenant que c, V F,(zy 4) > ®(z,,4) donc 
à tout £ > 0 correspond un nombre N tel que cy y CAN 
> D(zw 4) — £/2 et par suite 


(2,2) >O(2y1)— 5 + ey [/Fun@—Y/Fu@y | - 


c] . N a e . 
D'autre part, la fonction /Fy(z,2) étant continue en z, il 
existe un voisinage |z—z,|<6 de z, dans lequel 


cn [Vine yman 
done 


(34) ®(z,2)>(z,4) —e lorsque|z—z,|< ô. 


done 


Il suffit de prouver encore que la fonction @(z,2) est 
semi-continue supérieurement en tout point Zo 
de F,. Pour ce but observons que ¢(z) est continue en 
Zo donc à tout >0 correspond un cercle K{|z—z,|<r} 
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tel que, si l’on désigne par y le produit F.K, on aura 
sur 7 
p(z) < p(z) +% 


et par suite d’après (7) 
(oP (z, 2, x) <e" "FETE Dour zey, n=1,2,... 
Il en resulte que les modules des polynomes 
D (z, 2, x). e GE] HO nen—-1l2. 


sont uniformément bornés par le nombre 1 sur un continu 
passant par Z). 


` 


Or, d’après le lemme 1 à tout £>0 correspond un 
nombre N et un voisinage | z— z,|<6 dans lequel 


IDP (z, 2, x) eT GO < (1 48)" pourn>N,j=0,1,...,n. 
donc 

E (z, <(nt+1)+e)"e "pour n> N,|z—z!<64, 
et par suite d’aprés (10) et (29) 
(35) P(z,1)<(1+d)e ”-D(z,2) pour |z—z)1<6 
ce qui prouve que ®(z,4) est semi-continue supérieurement 
en Z} Le théorème est donc démontré. 


Cas particulier. Dans le cas 2—0 la fonction (30) ne 
dépend pas de la fonction frontière y (z) et il suit de (11) 
et (12) que 


- (36) j log  (z, 0) 
s’annulle en tout point de F. D'autre pert, lorsque Z->c la 


fonction (36) tend vers linfini et y possède un pole simple 
car les fonctions (32) ont pour 4= 0 la forme 


CSN Gees) ane Cases) 
Go x) Go — 23). Go — Xn) 


ou X; = ae 


1 
ñ log 


et possèdent à linfini un pôle simple. Il en resulte que: 


La fonction (36) est égale dans le domaine Do à la 
fonction de Green de ce domaine et de pôle à linfini; 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 16 
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dans le domaine complémentaire À et sur F elle est iden- 
tiquement nulle.) 


Pour marquer la dépendance de la fonction ® (z, 4) de 
l’ensemble F désignons la par ®(z,4;F). En partant des 
formules (8) et (14) on peut prouver que dans le plan entier 
on a 


(37) log®(z,0;F,)+1m<log®(z,1;F) <log®(z,0;F,)+1M 
où la signification de log D(z,0; F,) est analogue á celle de 
la fonction (36). 


5. Second passage à la limite. Nous allons examiner 
le comportement de la famille de fonctions harmoniques 


(38) L log ® (2,9, 0<1<, 
lorsque 2-0. Je dis qu’on a dans le plan entier 
(39) log D(z,1)> + log ® (z, 2’) si0<1<4. 


En effet, lorsque z-> toutes les fonctions (32) tendent 
vers l'infini donc de même ®z, 4) >œ. Soit R > 0 un nombre 
si grand qu’on ait 


D(z,1)>e” pour |z|>R 
et que 4+F soit continu à l’intérieur de la circonférence 


C{|z|=R}. D'après (10) à tout point zetàe>0 corres- 
pond un nombre N tel que, si n>N, on a 


VECI <(1+e) (2,1) 
et à fortiori 
ATOS) 1 CAS EG ES ETC) ETS 
Se Lorsque z est situé sur C on a 
(2,4) >e?“? donc étant 1<2’ on a 


où x;=x 


7) Dans le cas général. où la frontière F est quelconque, log ®(z,0) 
est la fonction de Green généralisée de Doo. 
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I LË (z, x)|< [1 +2) (z,2)°/ er? > 
| <+) olz, ae? CP" 
Il s'ensuit que 


| p” (z, x, x®)] =< [a +e)® (z, a) ie ’ j= 0, is: en, 


et comme 9, (z, 1) < max|p” (z, a’, x) | on trouve 


Vo, (z,a’” <(1+e) b(z,a)" pour n>N, 


d’où l’on déduit l'inégalité (39) sur C car e est arbitraire- 
ment petit. 


L’inégalité (39) a lieu aussi sur F, car sur F, son premier 
membre —(z) d’après (29) et le second est <(z) d'après 
(12). En dehors de F, le deux membres sont harmoniques 
d’après le théorème II car F, DF, donc d’après le principe 
d’extremum l'inégalité (39) a lieu dans le cercle |z|<R et, 
comme R est arbitrairement grand, dans le plan entier. 


Théorème III. Dans l’ensemble A +F il existe la 
limite finie 


(40) Jim { i log D (z, 1) \ = (2). 


La fonction (z) est harmonique dans 4, continue dans 
4+F et égale à o(z) sur F°). 


Démonstration. La famille (38) est uniformément 
bornée sur F d’après (11) et (12), donc la limite (40) existe 
dans 4 et la fonction @(z) y est harmonique d’après (39) et 
le théorème connu de Harnack. 


Soit z, un point de F et e>0. Puisque ¢(z) est continue 
en Z il existe un cercle K de centre z, tel que p(z)>(z,)—e 
dans l’ensemble F.K. Désignons par y(z) la fonction dé- 
finie sur F comme il suit: 


8) La limite (40) existe aussi dans le domaine Doo, mais elle y est par- 
out infinie, 


16 
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= ie si p(z)<9(z,)—«, 

PAT \ p(z,)—« si p(z) > p(z) —e. 

On sait que, quels que soient z et 2, on a ®(z,4y) >@(z, Ay) 
et lorsque 2 est suffisamment petit, soit 1<A(z,,«), Pensem- 
ble F, correspondant à y(z) couvre un voisinage V (z, £) 
de z, sur F donc lorsque zeV(z,, 2) et 2 < 2(2,,€) on 
a d’après (29) 

D(z, ip) > O(z, ay) =e PM A 


On en conclut d’après le théorème connu de Borel qu’à 
tout e> 0 correspond un 1(:) >0 tel que, si 0<4<A(e), on 
a sur F : 

&(z, 19) = RACE) 


donc en tenant compte de (12) on a sur F 
glz) — e < 4 log D(z,1p) <p(z) pour 1 < 4(e) 


Il en résulte que la convergence (40) est uniforme dans 
4+F et par suite la fonction ®(z) jouit des propriétés de- 
mandées. 


6. Conclusion et remarques. Il suit du théorème précé- 
dent que le problème de Dirichlet pour un domaine borné 
simplement connexe quelconque dont la frontière est con- 
tenue dans la frontière de son domaine complémentaire Doo 
admet toujours une solution °). 


La formule (9) donne le moyen de construire cette solu- 
tion pour tous les domaines complémentaires à Doo en même 
temps. Il suffit pour ce but de trouver sur la frontière de 
Də les points extrémaux correspondants à la fonction fron- 
tière donnée. 


3) La formule (20) a été démontrée dans mon travail antérieur (Bull. 
Acad. Polon., Kraków 1935, p. 79—91). En partant de cette formule 
M. Masao Inoue (Proc. Imp. Acad. Tokyo, vol. XIII, p. 352—357) le 
prémier a prouvé que la limite (40) existe et donne la soluton du problème 
de Dirichlet lorsque F est une courbe fermé de Jordan. Dans sa démon- 
stration l'auteur admet comme le fait connu que le problème de Dirichlet 
pour l'interieur d’une courbe de Jordan F possède une solution. 
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Cette méthode est susceptible de généralisations. Dans 
Ie cas des domaines plans multiplement connexes on doit 
remplacer les polynomes (6) pas des fonctions rationnelles 
de la forme 


F p(x) |" À : 
L? ; (n) | 2 an ZC j=0,1,...,n, 
22°) [Le 


où p(z) est une puissance d’un polynome convenablement 
choisi. Ce cas général sera l’objet d’un autre travail. 


Państwowy Instytut Matematyczny. 


SUR LES PUISSANCES DU NOMBRE 2 


Par 
W. SIERPINSKI (Warszawa) *) 


M. H. Uhler a publié récemment dans les Scripta Ma- 
thematica vol. 15 (1949), p. 247—251 une note, dans laquelle 
il donne des valeurs des nombres 2” pour certaines grandes 
valeurs de n (comme n= 1000, 2000, 3000, 4001). 

Le but de cette Note est de démontrer deux théorémes 
sur les nombres 2”. 

Théorème 1. Soit k un nombre naturel donné. Les restes 
modulo 10° des nombres 2" (n=1, 2,...) forment une suite 
infinie périodique, où la (plus courte) période a 4.5" * ter- 
mes dont le premier est oP. 

Pour démontrer notre théoréme nous prouverons d’abord 
le lemme suivant: 

Lemme. k étant un nombre naturel, le nombre 2 appar- 
tient pour le module 5° à l'exposant 4. 57 

Démonstration du lemme. Soit ô l’exposant au- 
quel appartient le nombre 2 pour le module 5° [c.-à.-d. soit 
ô le plus petit nombre naturel tel que 2°=1 (mod 5/)]. 
Comme on sait, on a 51 9(5*), donc ô| 4.5“! Pour k=1 
on a évidement 6=4; notre lemme est donc vrai pour k=] 
et nous pouvons supposer plus loin que k>1. 

S'il était ô< 4.5", on aurait soit 814.5" ?, soit 6|2. 57 

Suposons qu’on a Pout un nombre naturel k>2 

(1) CE =1+4+3 5*"(mod 5*) 
(ce qui est évidemment vrai pour k =2, vu que 2°=1+3.5). 
Comme k>2, on a k—12>1, d'où j(k—1) = kK—1+ 
(j—1)(k—1)>k pour j =2,3,4, et 5(k--1) =k—1+4(k—1) > 
k—1+4>k+1. 


1) Communication présentée à la séance de la Société Polonaise de 
Mathématique, Section de Varsovie, le 2 Juin 1950. 
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Or, on a 


2(k-1) 3(k—1) 


Qa 135 + 2.530025 3 bt ese 
5(k—1) 


+ 3.5, et on voit que tous les termes à droite, sauf 
, mere k+1 wens 
les deux premiers, sont divisibles par 5 t1 On trouve ainsi 


(2) (+352) =1 +35" (mod 54). 
Or, si l’on a a=b (mod 5°), il existe un entier £ tel que 
a=b + 5“, d'où 
a = (b+5 D —0b°+5.5"4 +... + 5° =D (mod 5°"): 
les formules (1) et (2) donnent donc 
D (4305) = 143-5" (mod 5°) . 


La formule (1) est ainsi démontrée par l'induction pour 
tout k naturel > 2. 


D’aprés (1) on a 


4(K-1) 


(3) SET *=|=] (mod 5*), pour k>2, 


ce qui prouve qu’il ne peut pas être 6|/4-5*." D'après (3) 
on a 


(4) 4821 (mod 54), pour k> 1. 
On a 
(5) 2451 1—( D" 51 1) (2° a 1); 


d’après (4) le côté droit de (5) n’est Ca divisible par 4 
et, comme 2 =— 1 (mod 5), d'où 273 +1=(— Dee 
+1=0 (mod 5), le premier facteur à droite ne peut se 
être divisible par 5°, c. à. d. on a 


=E1 (mod 5"), 
d’où il résulte qu’il ne peut pas être 6/2°5 ra 


3° 5k—1 


On n’a pas donc ni 6|4- Der 812-571 et, comme 
614-5‘, il en résulte que ô= 4.5%. 


Notre lemme se trouve ainsi démontré. 
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Démonstration du théorème l. -„Désignons, pour 
k et n naturels, par r” le reste modulo 10° du nombre 2” 


D’après le théorème d’Euler on a, pour k naturels: 


Deri od sani 
d’ou: ai 
DEEE (mod 10°) 


et il en résulte tout de suite que 


atti" 22" (mod 10") pour n>k, 


c'est-à-dire À 
Se fen = — re pour n>k. 


Si l’on avait 
r ns re ce 
on aurait (vu la définition des nombres r)) 
PA =! nod 10% 
d’où 
DD EE Len. 


ce qui est impossible. La suite infinie ne re ee . est done 


périodique et le premier terme de la période est r os 2 
Admettons maintenant qu'il existe un nombre naturel 
k—1 
m<4:5 , tel que 


k k = 
ERY = r” pour n >k. 


On aurait donc 
2"t™ = 2" (mod 10°) pour n>k 
donc, en particulier, pour n= k: 
2E (mod: 10')s, 
ce qui donne 
=] (mod 5), 
ce qui est impossible pour m<4.5"t d’après le lemme. 
Nous avons ainsi démontré que la plus petite période de 


k) (k 
la suite Tn ... a 45° termes. 


Le théoréme 1 est ainsi démontré. 
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Il en résulte tout de suite que, pour k naturel donné, 
les k-ièmes chiffres (en comptant de droite à gauche) des 
nombres 2” (n=1,2,...) forment une suite périodique (à par- 
tir du k-ième terme ), où le nombre de termes de la plus 
courte période est un diviseur du nombre 45 
Pour k=1 cette période est formée de quatre chiffres 
2, 4, 8,6; pour k=2 elle est formée de 20 chiffres 


ODOT, Say 25a 24 OS OS SEOs Se 4iS Aven: 
Pour k=3 la période a 100 termes. 


Il est à remarquer que le troisième et le deuxième chiffre 
(en comptant de droite à gauche) des nombres 2”(n=3,4,...) 
pris ensemble forment une suite péric:'ique où la période 
a 100 termes qui présentent (dans un certain ordre) tous 
les entiers non négatifs < 100. C'est la suite 


00, 01, 03, 06, 12, 25, 51, 02, 04, 09, 19, 38, 76, 53, 07, 14, 28, 
57, 15, 30, 60, 21, 43, 86, 72, 45, 91, 82, 64, 29, 59, 18, 36, 73, 
47, 94, 88, 77, 55, 10, 20, 41, 83, 66, 32, 65, 31, 62, 24, 49, 99, 
98, 96, 93, 87, 74, 48, 97, 95, 90, 8C, 61, 23, 46, 92, 85, 71, 42, 
84, 69, 39, 78, 56, 13, 27, 54, 08, 17, 35, 70, 40, 81, 63, 26, 52, 
05, 11, 22, 44, 89, 79, 58, 16, 33, 67, 34, 68, 37, 75, 50. 


Notons encore que les dernières chiffres des nombres 
n° (n=1, 2,...) forment une suite périodique dont la plus 
courte période a 20 termes et que, pour tout m naturel les 
restes moduio m des nombres n° (n=1, 2,...) forment une 
suite périodique. 


Théorème 2. m étant un nombre naturel quelconque et 
s—le nombre des chiffres du nombre m (en représentation 
décimale), il existe un nombre naturel n tel que les s pre- 
miers chiffres du nombre 2” coïncident respectivement avec 
ces du nombre m 


Lemme. a étant un nombre irrationnel > 0 et a et b étant 
deux nombres réels, tels que 0<a< b, il existe un nombre 
naturel n et un entier k>0, tels que 


(6) a<na—k<b. 
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Démonstration du lemme. Soit q un nombre na- 


turel tel que 


il 
(7) - < b—a 


et soit r un nombre naturel > b . Les q+1 nombres jra— 


—E jra, où j=-0,1,2,..., q sont tous distincts (vu que a est 
irrationnel) et tous >0 et <1. Il existe donc deux entiers 
distincts j, et j, de la suite 0,1,..., q, tels que 


1 
(8) OS jira Era re Era) à ; 
Distinguons deux cas. 


1) j, >j,. Posons s=(j,—j,) r, t=Ej,ra—Ej,ra: s sera 
donc naturel, { — entier >0 et (8) donne 


(9) Caer ti 


et il existe un nombre naturel m qui est le plus petit tel 
que 


m(sa—f#)>a. 
On a donc 


(m— 1) (sa— ft) <a, 
donc, d’aprés (9) et (7): 
m (sa— t) < a +(sa—t) < a + = <b 


On a ainsi 
a<m(sa—f) <b 


et, en posant n=ms, k—mt, on obtient les inégalités (6). 
où n est un nombre naturel et k un entier > 0. 


2) j <j,. Posons s = (j,—j,)r, t= Ejra — Ej,ra; 
s sera donc naturel > r, t entier > 0, et (8) donne 
1 
(10) me nn 0? 
et, vu que b—Eb—1 < 0, il existe un nombre naturel m 
qui est le plus petit tel que 
m(sa—ft) <b—Eb—1. 
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On a donc 
(m1) (sa— t) > b—Eb—1, 
d’où d’après (10) et (7): 
m (sa—t) > b—Eb—1+(se—f) > b —Bb—1—7 >a-Eb-1. 
On a donc 
a— Eb— 1 < m (sa— t) > b—Eb—1, 


a<m(sa—t) + Eb+1<b, 
et, en posant n —=ms, k—mt—Eb—1, on trouve les inéga- 
lités (6), où n est naturel et k entier. 


d'où 


Or, on a n=ms>s>r>? d'où na > b et comme d’après 


(6), k>na—b, on trouve k>0. Le lemme se trouve ainsi 
démontré. 

Démonstration du théorème 2. Soit m un 
nombre naturel donné > 1. Le nombre Lg 2 (où Lg désigne 
le logarithme à base 10) étant irrationel, il existe, d’après 
notre lemme, un nombre naturel n et un entier k>0 tels 


que 
Lgm < nLg2—k < Lg(m+!1), 


Lgm+k< n Lg2< Lg(m+1)+ k 


d’où 
ci k k k 

m°10* < 2” <m 10° + 10°, c.a.d. 2"<m-10" +10°—1. 
Donc, si m=(c,¢,...€,),9 est la représentation décimale du 
nombre m, on a 

120k p 2k 
(eer E, 00O 2 C ere 90970), 

ce qui prouve que les s premiers chiffres du développement 
décimal du nombre 2” sont respectivement les mêmes que 
les s chiffres du nombre m. 

Le théorème 2 est ainsi démontré. 


SUR LA PERIODICITE MOD m DE CERTAINES 
SUITES INFINIES D‘ENTIERS — 


Par 
W. SIERPINSKI (Warszawa) +) 


Comme on sait, les restes modulo m de termes succes- 
sifs de certaines suites infinies d’entiers 


(1) CHAT) PC AUS 


forment des suites infinies periodiques, par exemple pour 


n(n+1) 
2 


Le but de cette Note est d'étudier la base commune de 
ces faits. Cette étude m'a été proposée par M. Zaran- 
kiewicz. : 

Désignons par {u,} la suite infinie (1). m étant un 
nombre naturel, nous désignerons par F„ la famille de 
toutes les suites infinies (1) aux termes entiers qui satis- 
font à la condition suivante: les restes modulo m des ñom- 
bres u,,u,,... forment une suite périodique. En d'autres 
termes la formule {u,}eF,, équivaut à l’assertion qu’il existe 
deux nombres naturels k et h, tels que 


2 an n 
u,=n,2,n, 


Unik =U, (mod m) pour n>h. 
Posons encore E =F, F, F}... . 


Théorème 1. Si l’on a pour un m naturel {u,}eF,, et 
{v,}eF,, on a aussi {u,+v,}eF, et {u,v,}eF,. 

Démonstration. Si {u,}eF,, et {v,}eF,, il existe 
des nombres naturels k,, k, h, et h, tels que 


1) ‘Communication présentée à la Société Polonaise de Mathématique, 
Section de Varsovie, le 9 juin 1950. 
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Unix, =U, (mod m pour n>h,, et v, ao (mod m) pour 
n>h, ce qui donne tout de suite 

Untk k, “Un (mod m) pour n>h,, et Vntk,k, = Yn (mod m) 
pour n>h, d'où 


Untk, ky Vatk, k =u, tV, (mod m) pour n>h,+h, 
et ; 
Untk, ky Vntk, k, = Unt Vn (mod m) pour n>h,+ h, 


ce qui prouve que {u,+v,}eF, et {u,v,}¢Fm c. q. f. d. 


Corollaire . Silu,}eF et {v,}eF, on a {u,+v,}eF et 
{u,v,ier. 


Corollaire 2, Si {u,}«F et a est une constante entière 
on a {au,}eF. 


Corollaire 3. Silu,}eF, on a tu eF pour k=1,2,3... 


Corollaire 4. Si f(x) est un polynôme en x aux coeffi- 
cients entiers,, et si {u,}eF, on a {f(u,)}eF. 


Les démonstrations de ces corollaires n'offrent pas de 
difficulté. 

Théorème 2. a étant un entier, on a {a'}eF. 

Démonstration. Soit m un nombre naturel donné. 
Désignons, pour n—1,2,..., par r, le reste du nombre a” 
modulo m. Les nombres ryt»... r,,, appartiennent tous 
à la suite 0, 1, 2,..., m—1: ils ne peuvent pas donc être 
tous distincts. Il existe donc des nombres h et l>h de la 
suite 1, 2,..., m+1, tels que r,=r, Comme />h, nous 
pouvons poser l= h+k, où k est un nombre naturel (< m). 
On a donc r,,,—=r,, c’est-à-dire a" "= a" (mod m), d’où il 
résulte tout de suite que a". =a" (mod m) pour n>h, ce 
qui prouve que {a"}eF,. Ceci étant vrai pour m—1,2,.., 
on trouve {a'}eF, c.q. f. d. 


Corollaire 5. Si a et r sont des entiers et s est un 


nombre naturel, on a ye Jer. 
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Démonstration. Soit m un nombre naturel donné. 
D'après le théorème 2 et le corollaire 2 on a {a” Tye Pm, € et 


il existe des nombres naturels k et h tels que a” r= 

=a r (mod ms) pour n>h. II existe donc pour tout n >h 
n+k 

mk. —a"r + mst, d'où EÊ : ‘= 


un entier ¢, tel que a 


= E +m, pour n>h, d’o a {pe tler,, c. q. f. d. 


En particulier, pour a=m, il en résulte tout de suite 
la périodicité des développements des nombres rationnels 


en fraction infinie à base m [le n-ième chiffre du dévelop- 
a : f LE 
pement de © étant, comme on sait, E LUS PART, LS 
s s 


ae (mod m)]. 


Or, il est à remarquer que, pour les suites {v,} aux 
termes >0, la formule {v,}¢F n’entraine pas en général la 


formule {2”"}«F. Posons, en effet, 
v,=n! (EVn—EVn—D). 
m étant un nombre naturel donné, on a évidemment m|v,, 


pour n>m, d'où {v,}eF,. On a ainsi {v,}eF. 
Or, comme on voit sans peine, on a 


2°=]+Ey/n—Eyn—1i (mod 2) pour n=1, 2,..., 


c'est-à-dire 2” =0 (mod 2) pour tous les nombres n carrés 
et 2'"==1 (mod 2) pour tous les autres n naturels, de sorte 
que la suite infinie de restes mod 2 de nombres 2", 22... 
n’est pas périodique. Il n’est pas donc {2”” ser, et, à plus 
forte raison il n’est pas { 2°" }eF. 

On a cependant le 

Théorème 3. Si l’on a pour un m naturel {u,}eF,, et 
si {v,} est une suite telle que v,>0 pour n=l, 2...., 
lim v,= +œ et {v,}eF, on a {u,"}eF,. 


n = © 
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Démonstration. Soit m un nombre naturel donné. 
D’après le théorème 2 il existe pour tout nombre j de la 
suite 0, 1, 2,..., m—1 des nombres naturels k, et h, tels que 


(2) jt) =i" (mod m) pour n>h; 
Posons k=k,k,k,...k,, et h=h,t+h,+...+h,,_,: il résulte 
tout de suite de (2) qu’on aura 
(3) x" = x" (mod m) pour n>h 
quel que soit le nombre entier x. 

Soit {v,} une suite telle que v,>0, Jim v,=+0 et 
{v,}eF. Il existe donc des nombres nafarels! à et l, tels que 
(4) v,2h et v,,,=v, (mod k), pour n>l 


Soit n un indice >l. On a donc v,>h. Siv,,,2v,, on 
a, d’après (4), v,,,—=v,+kt, où t est un entier > 0 et 
d’après (3) on trouve 
xt x’ntk = x" (mod m) 
quel que soit l’entier x. 
Si Vas Vm on a, d’après (4): v,—v,,,—=kt, où t est un 
entier >0 et, d’après (3) on trouve 


xr = rtt = ts (mod m) 
quel que soit l’entier x. On a donc toujours 
(5) x ts= x" (mod m) pour n>l 
quel que soit l’entier x. 


Soit maintenant {u,} une suite telle que {u,} € Fm: il existe 
donc des nombres naturels q et r tels que 


Unya = Un (mod m) pour n>r, 
d’où 


(6) u” =u" (mod m) pour n>r 
n-+qs n 


Or, d’après (5) (pour x=u,,,,;) on a 


Yntqs — pn 
(7) CRE AS (mod m) pour n>l. 
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D’aprés (6) et (7) on a donc 


Yn+qs — p” 
ari u, (mod m) pour n>l+r, 


ce qui prouve que {ur} eE ©. a.f.d. 

It résulte tout de suite du théorème 3 le 

Corollaire 6. Si l’on a pour un m naturel {u,}eF,, on 
a aussi {u’} e F,,. 

On en déduit tout de suite que {n° }eF, ensuite que 
tn’ | e F etc. 


Théorème 4. Si {u,}eF et si d est un diviseur naturel 
commun de tous les termes de la suite {u,}, alors fier. 


Démonstration. Soit {u,} une suite infinie telle que 
{u,}eF et soit d un diviseur naturel commun de tous les 
termes de la suite {u,}. On a donc u,—d v, pour n=1,2,..., 
où v,(n=1,2,...) sont des entiers. 


Soit m un nombre naturel donné. Comme {u,}eF, on 


a {u,}eF,, et il existe des nombres naturels k et h, tels 
que 


Unix —=u, (mod dm) pour n>h, 
donc, vu que u,—dv, pour n=1, 2,.... 
dv= dv, (mod dm) pour n>h, 
ce qui donne . 
Vatk==Vn (mod m) pour n>h, 
ce qui prouve que fvat e Fm Ceci aie vrai pour tout m 


naturel, on trouve {v,}eF, donc H eF, c. q. f. d. 


Il est 4 remarquer que si, pour un m naturel donné, on a 


{u,}¢F,, et si dlu, pour n=1, 2,..., la formule ten e Fm 


d J 


peut n’étre pas vraie. Par exemple, pour m =2, u, =2Eyn 
d=2. on a u =Q (mod 2) pour n=1, 2,..., ba sers 
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u, 
et on n'a pas l a e F,, les restes modulo 2 de termes de 


la suite {E Vn} ne donnant pas une suite périodique. 

Voici une application du théorème 4. D’après le corol- 
laire 4 on a {n(n+1)}eF. Or, comme on sait, on a 2|n(n+1) 
pour n= 1, 2,... (vu qu’un des facteurs n et n+1 est tou- 
jours pair). D’après le théorème 4 on a donc ne es 
c’est-à-dire: 

Quel que soit le nombre naturel m, les restes modulo 
m de nombres triangulaires succesifs forment une suite 
périodiqne. 

En particulier, pour m= 10, la période a 20 termes, pour 

= 100 elle a 200 termes. 


Pareillement on trouve que foD CED e F et que 
5 3 
n—5n+4n 
[ees e F. 


Théorème 5. Si l’on a, pour un nombre naturel m 
lunteF., on alu tu, -Fu E Em 


Démonstration. Soit m un nombre naturel donné 
et soit {u,} une suite telle que {u,}eF,. Posons v,= 
Sic edt U DOUE n= 1, 2,3; 

Il résulte de {u,}eF,, qu’il existe des nombres naturels k 
et h, tels que 
Unk =U, (mod m) pour n>h, 

et on en déduit tout de suite qu’on a pour i et j entiers 
> 0: 

Unti; = Un, (mod m) pour n>h, 
d’où 
m—1 
>» Unix =mu,,;=0 (mod m) pour n>h, 
i=0 


et 
m—1 


k 
à à Unir; 0 (mod m) pour n>h, 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 17 


258 W. SIERPINSKI 


c’est-à-dire 
Uni tpt --.+Ups me =0 (mod m) pour n>h, 
d’où 
u a CU eut ct mod M1) pour in hi, 
c'est-à-dire 
Vrimk =V, (mod m) pour n>h, 

ce qui proure que {v,}eF,,, C. q. f. d. 

En particulier, pour u,—n(n=1, 2,...), on retrouve la 


formule (Soe | eF. 


SUR CERTAINES FONCTIONS HARMONIQUES 
JOUISSANT DES PROPRIETES EXTREMALES 
PAR RAPPORT A UN ENSEMBLE 


Par 
J. GORSKI (Kraków) 


1. Objet du travail. Soit E un ensemble borné et fermé 
de points du plan, f(z) une fonction réelle, définie et con- 
tinue dans E, p(z) une fonction complexe, définie et con- 
tinue dans un domaine D contenant l’ensemble E. Nous 
supposerons que p(z) soit différent de zéro dans D. — 


Soit $» $p...» ŝa un système de n+1 points différents 
quelconques de E; je désignerai ce système plus brièvement 
par une seule lettre Ë 


(1) E (6, &,..., 8) 


Désignons par &” (z; &, p, f, E) ou plus brièvement par 
DO (z;&, p) le produit 


CRE = izes 
=0 (sal 
kj / 


z—t, É E) 


E S 
N a iec 0 O N o 
| I 


C’est une fonction de z définie dans domaine D. 4 

Faisons maintenant varier les points du système (1) dans 
E et désignons par ®, (z; p, f) ou plus brièvement par ®, (z; p) 
la borne inférieure du plus grand des n+1 modules 
IDP (z;€, p)|, 7=0,1,...,n, lorsque, z étant fixe, les points 
(1) parcourent E 
(3) D, (2; p) = inf (max| #7" (z; £, p) |}, n= 

e j 
La borne ©,(z;p) est positive en chaque point ze D 


17* 
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- En effet, soit m la borne inférieure du produit lp (z) |€? 
lorsque z parcourt E. Vu que p(z) est différent de zéro 
sur E on a m>0 donc 


G) z—6, 
DAS 
katie OT DEEE 
et comme 
2-==85 1 
max k es 
() L EE E] 
(keep 1 À 

ona 


ieron à Or mmt aul 19906 

Pn (z; p) = inf (max | P, Gë) oF att 

Désignons par d(E) le diamètre transfini de E introduit 
par M. Fekete’) et observons que l’ensemble complémen- 
taire de E par rapport au plan fermé est une somme finie 
ou dénombrable de domaines disjoints. Désignons par Doo 
celui de ces domaines qui contient le point à l'infini et par 
F sa frontière. On sait que d(E)=d (F). 


Considérons le cas particulier ot, c étant une constante 
différente de zéro, on a 
f (z)=0 dans E et p(z)=c dans D. 


M. F. Leja?) a démontré que la suite {j/®,(z;c)} tend 
dans le plan entier vers une fonction limite ®(z) jouissant 
des propriétés suivantes: 

1° Si d(E)>0, ®(z) est partout finie > 1 dans D et 
(z= 1 dans E. 

2° Si d(E)=0, ®(z) est infinie en dehors de E et œ (z) 
= | dans E. 

3° Lorsque F est une somme de continus, log ®(z) est 


la fonction de Green classique du domaine Dœ avec le 
pôle z= œ. 


1) M. Fekete, Math. Z., t. 17 (1922), p. 228—249. 
?) F.Leja, Ann. de la Soc. Polon. de Math., t. 12. (1934), p. 56—71. 
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Le but de ce travail est d’examiner la suite (3) dans le 
cas général où f(z) et p(z) sont des fonctions quelconques 
remplissant les conditions spécifiées plus haut. 


2. Existence d‘une fonction limite. (Considérons la 
suite (3). 


Théorème 1. La suite {V®, (z; p)} tend dans le do- 
maine D vers une limite 
(4) lim 7/®, (z; p) = (z; p). 
> n— OO 

La démonstration sera appuyée sur lemme suivant: 


. Lemme 1. Les fermes de la suite (3) satisfont quel 
que soit ze D aux inégalités suivantes 


(5) ©,.,(2;p)>0,(z;p)-®,(z;p) pour u et v=1, 2,.... 
Démonstration dulemme. Soit z un point fixe 
de D. Il est évident qu’à chaque ¢>0 on peut faire corres- 


pondre dans E un système de u+v+1 points {ny 7»... Nv) =y 
tels qu’on ait 


©, (z; p)> max | o,f, (25% P)|—e. 


Introduisons les notations suivantes: {$ $... En} = étant 
des points quelconque du plan, posons 


(6) AC en EN | IS AR 
0Zj<k£n 

(7) 4é;4=]] E —&| pour j=0,...,.n 
EFD 


et observons que, quel que soit j= 0, 1,...n, on a relation 
V (Gr Es LEO) E) = 4 ;; é) > V (é,, E ov Ears jt: Es 


Ceci posé, soit z le point fixé plus haut et 7 LRU 


un système de v points quelconque du système 7. L’ex- 
pression 
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PACA oat) = X ft) 
m E en s=0 < 
Ge p (n;,) | 


possède un maximum lorsque, z étant fixe, les points 7, ,.. “iy 
1 


parcourent le système 7. En changeant convenablement 
des indices des points de ce systéme on peut supposer que 
ce maximum soit égal à W (z; 7,45... pa) 


W (z;o) = 


La suite de démonstration est complètement analogue 
à la démonstration du lemme qui se trouve dans le travail 
de M. F. Leja inséré dans le Bull. de l’ Acad. Polon. des 
Sc., Cracovie 1936, p. 79—92. 

Le théorème 1 résulte immédiatement du lemme 1 et du 
lemme connu suivant: 


. Si une suite {a,} à termes positifs remplit la condition 
a,1,24,°a, pour u et v—1,2,..., la suite Va, tend vers 
une limite finie ou infinie. 


3. Construction des certaines fonctions extrémales. 
Considérons la fonction 


= Giese) eat ED 
PTE p(é,)|" 


où V (&,,...,4,) est définie par la formule (6) et cherchons 
son maximum, lorsque n étant fixe, les points &,...,Ë, varient 
dans E. Appelons n-ième système extremal de l’ensemble 
E par rapport aux fonctions f(z) et p(z) un système de 
points de E, soit ; 


U y ae sles n) 


(9) E= fy Epe Ent > 
pour lequel 
(10) U (Bp, Én..., En) CRE. WEED ONE) : 


Supposons encore que les indices des points §,,&,,..., 
soient choisis de manière à avoir 


(11) 4 E) 2162) 


RÉ pour j=0,1,...,n 
El" e™ PENTE 
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et formons les fonctions 
(12) - | CCE) 0 EE 
Lemme 2. En chaque point zeE les fonctions (12) 
satisfont quel que soit n aux inégalités 
(13) Poze) cen sje Olle. nn). 


Démonstration. Si l'inégalité (13) n'était pas satis- 
faite dans E pour une valeur de l'indice j il existerait dans 
E un point z=£, tel que 

IDP (EE, p)|> e"F? 
donc 2 nd 
A ED PEP > 4:8 -|p&) 17e"? 


En multipliant les deux membres de cette inégalité par 


[Tie@ ie" 
T 0 
on en déduirait linégalité 
U E ..3 E Ej Eppa QE) 3) > U E QE En) 

incompatible avec l’hypothése (10), donc les inégalités (13) 
ont bien lieu. 

Supposons maintenant que p (z) soit une fonction ana- 
lytique réguliére ne s’annulant pas dans D. 


Théorème 2. Si d(E)>0, alors 1° il existe dans len- 
semble ouvert D—E la limite 


lim V |e? (z;8,p)l 
n->00 
et cette limite est égale à la fonction ®(z; p) définie par (4) 


(14) Jim V o” (2:8, p)| =0(z;p), 


2° la convergence est uniforme dans le voisinage de chaque 
point ze D—E et la fonction log D(z;p) est harmonique 
dans D—E. 
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Démonstration. 1°. Soit z un point fixe quelconque 
de D—E, r =r (z, E) la borne inférieure des distances | z—a| 
lorsque a parcourt E et R= R (z, E) la borne supérieure des 
ces he Je vais prouver les inégalités 


(15) mo (z; p) <I (z:E,p)l<(n+1)-®,(z;p), n=1,2,. 


En es à chaque e>0 on peut faire correspondre un 
système de points {, 7,..., n} =% tel, qu'on ait 


(16) D, (z; p) >max ID? (2; n, p)|—e. 

Désignons par De (z;) le polynome 
> n p= 

(17) e= [| ——* Fess 
RQ Gis 
(k= 


et observons que le produit (p(z))? po (z;,p) est un poly- 
nome du degré n. D’après la formule d’interpolation de 
Lagrange on a identiquement 


(p(z))" & (z; £ p) = À (p(n)? DL (t, p) + LË (z; 7) 
j=0 


donc 


p0 e. ce S Or. SON a. \ p (n,) j 
D, (z; é, p)= 2, ® (9); & p) LS (z; n) (ar) 


et par suite d’après (13) 


lo (z; 8, p)1 < 2) |Z (z; n) |- 


p p(n) 4 
p(z) 


Soen p) |< (n+1) -max ID (z; 7, p) |. 
j=0 


e™ Gp ae 


En tenant compte de (16) on aura 
|@® (z; & p)|<(n+1)*[®,(z;p) +4] 
donc la seconde des inégalités (15) est vraie car e est arbi- 


trairement petit. 


Considérons le n-ième système extremal = {é,,&,,...,E,} 
de E et soit s celui des indices j—0, 1,...,n pour lequel 
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. ®, (z; p) <max 107 (z; p)|= 10% (23, p)! . 
On a identiquement 
z—& 
PIE 


.Vo 


PP (z:E,p)l=1D® (z; £ p) 


Vs 

ou v, désigne le seconde membre de l'inégalité (11). Etant 
V,2V, On a 

709 
ae ce 


donc la prémiére des inégalités (15) est vraie. 


R 
(z; p) < T 


o” (z;é,p) | < | &° (2; E, p) 


La formule (14) résulte immédiatement de la formule (4) 
et des inégalités (15) 

2°. Soit G un domaine borné et fermé quélconque con- 
tenu dans le domaine D—E et z un point fixe de G. Désig- 
nons par J, la borne supérieure du plus petit des produits (7) 
lorsque le système $= {$ , ¢,,...,6,} varie dans E. 


4, = sup { min 4 (6,6) } £ 


On sait?) que V4, tend vers le diamètre transfini d(E). 

Sait R le diamètre de E+G et r la distance de E à G; 
il est clair que r>0. Désignons encore par À et B les 
bornes. 


A=inf {lle} B= sup {|p(2)l e?) : 


Puisque E est compact et p(z) Æ0 dans E on a B>A>O. 
Je dis que 


r A p Bae Rd 
se) VA, lp(2) pe pis MORTI 


En effet, il. existe dans E un système de n+1 points, 
soit {y,y,...,y,}— y, pour lequel 4,—min 4(y;;y.) D’après 
(2) et (3) on a d 


4) F. Leja, Bul. l'Acad. des Sc., Cracovie 1933, p. 281-289. 
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Bi 
in p(z)|" 


ce qui entraine la ae des inégalités A 
D’autre part, soit x= {x}, x,,...,x,} un système de n+1 
points de E pour lequel 


DAZ p) = max |5? (z; x, p)|. 


©, (2;p)< max | S? (z;y,p)| < 


Étant 4, > min 4 Gx): on a 
PA 
FOI 
ce qui entraîne la première des inégalités (18). 
De (15) et (18) on déduit pour chaque z eG rd 


19 r A (0) 
ay + TE POV (PP GEnlner A 


Puisque V4, d(E) > 0 et que |p(z)| est borné et plus grand 
d'un nombre positif dans G la suite 


{Liog| 0 (75e, p)|] 


est uniformément bornée dans G. Les termes de cette suite 
sont harmoniques dans G, donc la convergence 


®,(z;p)> [o (z; x, p)| >a 


1 
zlog 


o” (z;8, p)|> log &(z;p) 


est uniforme dans G et par suite la fonction limite est har- 
monique dans G. 

4. Le comportement de la fonction D(z;p) dans l'en- 
semble E. Il est clair que la fonction D(z;p) dépend de la 
fonction f(z). Supposons que la fonction f(z) soit identique- 
ment nulle dans E et que p(z) soit définie dans le domaine 
D par a formule 


p(z) = V z + az +...+a 


où 2*+ a 2 Ce a, est un polynome quelconque du dégré 
k>1 dont les zéros sont extérieurs à D et la détermination 
du radical est quelconque. Le module |p(z)| dont nous nous 
sérvirons dans la suite est bien déterminé. Je vais démontrer le 
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Théorème 3. Si l’ensemble E est une somme de continus 
et z, est un point de E situé sur la frontière de E, la fonc- 
tion (z; p) tend vers 1 lorsque z, en restant dans le do- 
maine D—E, tend vers z,. 


(20) lim @(z:p) = 1. 


zZ—>2Z, 

Démostration. Soit e un nombre positif quelconque. 
Le point z, est situé sur un continu CCE. Désignons par 
C, la partie de C contenue dans le cercle |z—z,|<e et po- 
sons R,=max |p(z). A chaque & > 0 correspond un nombre 
e(e)>0 tel que 

Ren 
C5 | p(z) | 
Puisque | p(z)| < Rgn dans le cexcle | z—z,|< es’) et que, 
d'après (17) où f(z)=0, ona [@(z:8, I< <1 sur C donc 
(22) | p(z) E | OP (z;8,p) | < Re)" pour zeC e. 

Je m’appuyerai maintenant sur le lemme suivant du à 
M. F. Leja: *) 

Soit I’ un continu quelconque, z, un point de I et 
{W,(z)} une suite de polynomes remplissant sur I la con- 
dition |W „(z)| < M pour n=1,2,..., où M est une constante 
et le degré de W,,(z) est < n pour n= 1,2,... Alors à tout 
e>0 correspondent deux nembres positifs r=r (e, T) et N=N(e,7) 
tels que 


VW, (z)| < 1+e pour |z—z,| <ret n > N. 


Observons que l'expression p(z)”. pO (z!E, p)/ Rw) est un 
polynome du degré n barné d’après (22) par 1 sur C oC!) 
pour n=1,2,..., donc d’après le lemme de M. F. Leja on 


a dans un voisinage |z—z,|<r de z, l'inégalité 
| PC) 29 (z;8,p) |< R en  (1+e) pour n>N 
et par suite d’après (21) 
(23) Vile; ;,p)| < (1+e) (1+) pour |z—z,|<retn>N. 


<le Sir ze zal (ep), 


4) F. Leja, Math. Ann., t. 108, p. 517—524. 
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D’autre part, si z n’appartient pas à E et v = 1, 2,..., il 
existe dans E un système de kv+1 points ng, 7,,..., M, tels 
- qu’on ait 
G) 
(24) ®,,(z;p)= me | of (7 D) 


1 kv 
= po max ee? (z;) - p(n;) le 


En appliquant la formule d’interpolation de Lagrange au po- 
lynome. {[p(z)]” on a 


kv 
(p(z) = 2 Ly (230) p) 


donc 


|p) 
kv+ 1 


et par suite d'après (24) ®,,(z;p)>1/(kv+1) On en déduit | 
l'inégalité 


max | LV (z;n)- p(n)” |> 


®(z;p) = lim Vos (z; p) = 
qui entraîne (20) en Sena. de (23) . 
5. Cas particuliers I. Supposons comme dans le numéro 4 
que /(z)=0 et que p(z) soit le polynome du degré 1 de la 


forme p(z) = p,(z) = z — a, où a est un point quelconque 
n'appartenant pas à E. D’après (12) et (14) on a 


ee) 


p! ze D= E) $ (Zz — a)" 


et 
(z; p) = Jim y| oO (z;8E,p) |- 


Le point z= a est situé dans un des domaines dont la 
somme est l’ensemble complémentaire à E. Désignons ce do- 
maine par Da. 

Théorème 4. Lorsque le diamètre transfini d(E) est po- 
sitif, alors log ®(z;p,) est la fonction de Green (classique 
ou généralisée) du domaine D, avec le pôle.z=a . 


Démonstration. Supposons d’abord que E soit une 
somme de continus. Il résulte immédiatement des théorèmes 
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2 et 3 que la fonction log@(z;p,) est harmonique et po- 
sitive en dehors de E + {a} et qu’elle tend vers zéro lorsque, 
z n’appartenant pas à E + {a}, tend vers un point quelconque 
de E. 


Observons maintenant que d’après (19) la différence 
1 


Llog | © (38, p) | — log 


|z—al 
est bornée dans le domaine D,— {a}, donc sa limite pour 
n>oo, c'est-à-dire 


1 
(25) log ®(z;p,) — log eh 


y est bornée aussi. Par suite la différence (25) est harmo- 
nique aussi au point a ce qui prouve que log ® (z; p,) est la 
fonction de Green classique de D, . 

Lorsque la frontière de D, est quelconque, la démonstra- 
stration est analogue à celle donnée dans le travail inséré 
dans ce journal t. XXI (1948), p. 70. 


Remarque. Lorsque E est une somme de continus, la 
fonction log (z;p,) est harmonique en dehors de E+D, et 
tend vers zéro lorsque le point z n’appartenant pas E+D, 
tend vers un point de E. Par suite d’après le principe de 
maximum, log @(z;p,) est identiquement égal à zéro en 
dehors de E+ D,,. 


II. Supposons maintenant que f (z)=0 et que 
p(z) =p, (z) =V G—0) (—P) 
où la détermination du radical est quelconque. Alors 
(ew) =! 
CRAC A 


Les points a et f sont situés dans l’ensemble complémen- 
taire CE de E. Désignans par D, le plus grand domaine 
contenant a et contenu dans CE et par D, le domaine ana- 
logue. Il est clair que les domaines D, et D; peuvent être 
identiques ou disjoints. 


DO (238, c,) = LO (z;8)- | 
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Supposons que D,#D, et désignons par G(z,D.), la 
fonction de Green du domaine D, avec le pôle a et par 
G (z, D,) la fonction analogue. 


Théorème 5. Lorsque D, D, alors 
G(z,D,) dans D, 
G(z,D,) dans DE 


Démonstration. Supposons que E soit une somme 
de continus. Il resulte des théorèmes 2 et 3 que la fonction 
2 log ®(z; p,) est harmonique et positive en dehors de 
D+{a}+{A} et quelle tend vers zéro lorsque z tend vers un 
point z€ E. Il reste à prouver que la différence 


2 log &(z; p;) — log 


2 log ®(z; p,) = 


tend vers une limite finie lorsque z>a. Considérons 4 cet 


[37 | 
effet la suite partielle | 1b® (z;&,p,)|{ et observons que 
d'après (19) la différence 
HT AO) oD eut. 
Zy 108 | Pay (25 & P2)|—F le, 


est bornée dans D,— {a}, donc la limite 
1 1 
(26) log ® z; P,) z3 log TA 


est bornée dans le voisinage du point z= « et par suite la 
fonction (26) est bornée et harmonique au point z = a. 
Pareillement la fonction 


1 
log D (z; P,) = log A] 


est harmonique dans le domaine D,. 

Remarquons que dans le cas où D,=D, et a6 la 
onction log D(z; p,) est harmonique et positive dans 
D—{a}—{f} et tend vers zéro lorsque z tend vers la fron- 
tière de D. Les points a et f sont des pôles du degré */2 
de cette fonction. En dehors de l’ensemble D,+D,+E la 
fonction 2 log ® (z; pz) est identiquement nulle. 
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Le cas où D,=D, et a= se reduit au cas I. 


Ill. Considérons maintenant le cas général où 


MA =H NC AC) (Gey) 


et désignons par 1D 5 50) BY ere k, le plus grand domaine 
contenant a; et contenu dans CE. Lorsque DE ss D; ES 
= ],2,...,k, on démontre comme plus haut légalité 


k-lo @(z; p,) =G(z; D ) dans D,, i=1,2,...k, 


où G(z, D,,) est la fonction de Green (classique ou généra- 
lisée) du domaine DI avec le pôle a; En dehors de len- 
semble 2 D,,+E la con k. ga D(z;p,) est identique- 
ment nulle. 

Si a =aeD,, i=1,2,...,k nous retrouvons le cas I. 


SUR LES TRANSFORMATIONS DES SYSTEMES 
D’ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES 


par 
Z. MIKOŁAJSKA (Kraków). 


Le théorème qui suit constitue une réponse à une question 
posée par M. M. T. Ważewski et J. Szarski. 

Théorème: Considérons la transformation T 
(T) x= EF Ct, Eees En), t=T GSN) 
Admettons que les fonctions F'(z,é,,...§,) et leurs déri- 
vées partielles du premier ordre soient continues dans 
l'es pace de points (r, &,...¢,) et que le déterminant 
Dét. E (0,...0)) soit différent de zéro. Supposons que T 


admette la transformation inverse T 
Cis) E =f (t,x)... x), t= 


valable dans l’espace tout entier. Admettons en plus que 
la transformation T ` appliquée à un systéme quelconque 


d'équations différentielles linéaires et homogènes à coeffi- 
cients constants 


n 
LA 
En 
conduise à un système linéaire du même genre. 


Ceci étant supposé nous affirmons que la transformation 
T est de la forme 


x,= J'en, t= (i=1,...n) 
k=1 


Démonstration: Désignons par A la famille de tous les 


systémes linéaires, homogénes 4 coefficients constants. 
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Nous dirons qu’une transformation T possède la pro- 
priété P lorsqu'elle transforme la famille A en une famille 
partielle de A. 


Posons F, 03... 0) = 7. La matrice ||, || n’étant pas 
singulière elle admet une matrice inverse || £; ||. Envisageons 
la transformation linéaire L 


(L) X= hu, t=t (=n) 
k=1 
et la transformation composée W = L. T 
M x= YEG... 62H GE... =), Er 
s=1 


On vérifie facilement, que 

(1) He (0,....0)= 3, 

ou 6,=1 et 6,=0 pour iÆk (i=1,... n, k=1,...,n). 
Nous démontrerons dans la suite que les fonctions 

H (r, $»... E) ainsi définies sont de la forme 

(+) H' (r, &,.--§,) =e" §; 

Il en résultera notre théorème, puisque T= L~". W. 

Nous passons donc à la démonstration de la formule (+). 


La transformation W *=T*. L * possède évidemment 
la propriété P. La transformation W ` appliquée à un sy- 
stème quelconque 


(R,) a Shar Gen) 


de la classe A conduit 4 un systéme d’équations différen- 
tielles 


(R,) = AYE, (G=1,... n) 
È 


Une intégrale quelconque ¢; = ¢,(t) de (R,) passe par 
l'intermédiaire de W en une intégrale x;= x; (t) de (R). 
On aura par suite légalité 
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(2) x, =H; (t... E)+ 2 A CS ICS 
valable le Moe de cette intégrale. les remplaçant respective- 


ment x, par = a,x) et Ë par a Ay ¿j nous aurons 


(3) À ax Hi (RES 2 2 Hag ( Eve. En) Ana À 


En remplacant dans les dernières égalités x, par H' (t, Enden) 
nous obtiendrons légalité 


(4) 

È, au Hb by. En) = Hi Sy. Fa) + 2 Hy, (6.8) Aa E 
valable le long de toutes les entégrales de (R,). Par chaque 
point de l’espace (t, é,,..: §,) passe une intégrale de ce système 
et par suite les ion (4) sont valables dans l’espace 
tout entier. À chaque matrice || a,,|| correspond donc une 
matrice constante || 4; || vérifiant partout l'identité (4). ‘À une 


matrice quelconque b,, correspondra d’une façon analogue 
une matrice B, telle que 


È BH EEE =H, EEE) A Hi, Cee eee, 
On aura donc 

D Gb) H' (6 fy... ES RACE AE) Ap Baye 

j=1 TEn 

et par suite 


(5) 5 cy H! (t, ép.. Dex HG.) Cu Gt D 
j=1 


où ¢,=a,;—b,;, Cu —= Au — By (k,l, i,j,=1,... n) 


A chaque matrice || c;, || correspond donc une matrice || C, || 
satisfaisant aux identités (5). 
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Pour c= ô; j= 1,...n) nous aurons d’après (5) 
(6) GENS) = > AAEN 
. KH=1 


et pour é =... =,= 0 nous obtiendrons 
(7) H' (#,0,... 0) =0 C1 2) 


Posons dans les relations (5) t = §, =... =§, = 0, & +0. 
Nous aurons 


2, cH’ (0,5, 0,0) = HF} 61,0)... 0) Cas, 


et par suite d’aprés (7) 
y cyf E (0,6, 0,... 0) —H’ (0,... o= H; (0,8,,0,...0) Cu £i 
j=1 k=1 


2, cuts (0,2, p 0,... 0) &, = Du. DDC. 


où 0<8, < 1. 


Dans le cas où £, 0 nous aurons 
(8) Z cu Ha (0,8,, &,0,...0)= ZE 00 00, 


Les fonctions Hi, (¢, ¢,,... n) étant continues nous obtiendrons 
en passant à la limite ¢,>0, les relations 


2, cult (0ra: 0) = a, (0,...0) Cu G=1,...n) 


En posant t=, =... = Èp = §,1,-..=§, = 0, È, = 0 nous 
obtiendrons d’une façon analogue 


È cu H; (0... 0)= 2 Hx (0,....0) Cy, iP=1,... n) 


ce qui exprime que 


2 Sy JA dix Crp (p=1,...n) 
i=1 =1 


18* 
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c'est-à-dire 
(9) G= 


ip ip* 


En raison de (9) et (6) nous aurons pour e Ss, et ¢,—0 
(i + j) les identités 


OR ON SC LD sebe 
k=1 
d’où il vient que pour tous les s, on aura 
Êalr, Gee eee ee 5) =o =i.) 
k=1 . 


et par conséquent 
HEE N EE NE 


d’où 
(10) H,, (t, Sy... §,)4=0 pour i+k 
(11) HE D H EE) @— lee. n) 


En s'appuyant sur (10) on conclut que H'(t, 6... cine dé 
pend que de deux variables t et $, c’est-à-dire 


(12) H' (t, é,,...§,) =G EE) (i= 1... n) 
d’où, en vertu de (11), on aura pour $ +0. 
G'(t,é, 
Che yess Eh de Ene) 


En considérant £ comme un paramètre on voit que la 
fonction G vérifie l'équation linéaire 


dy y 
dé, &, 
on aura donc 
Flas 
CEUD- CEDE «= Giese 


E 


t 


(13) Git, =o, DE. 
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De la continuité de H' t, EN) et de relations (12) et 
(13) il s'ensuit que lon aura partout 
(14) HI E N OG 


H; (t, é»... ë) étant continue la dérivée w, (#) existe et elle 
est continue. D’après (1) on aura 


H;, (0,...0)=1 
d'où, en vertu de la relation (14), il vient que 
œ; (0)= 1. 
En posant a,,=6,, et H' (t, ép... E) =, (t) §, dans la relation 
(4) on obtiendra 


H (t, &,...€,)=Hi (6 En... &) 5 2 mACE an EG 


nOr- aO Na OA G an) 
11 


On aura donc pour §,=6; (l=1,... n) 
wA- AA A,) G= l AT) 

En posant o; = 1 — A; on aura 
&, (t) = w, (0) e” C) 


d'où il résulte que 

w; (t) = w, (0) e” G= o i) 
c’est-à-dire 
(15) i w (f) = et Gen) 
En s'appuyant sur (5), (9) et (15) on voit que 


D cH’ (=D) He, (CR TT 
j=1 kl=1 


Seo, OF=S acs  G=1,-.-0) 
j=1 E 
Scilo Aa G=1,...n) 


=1 


~ 
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d’où il résulte que 


c'est-à-dire 
ei = et a Se 
et par suite 
Hi (t, &...§,) =e E, C= ilos 


ce qui termine la démonstration de la formule (+). 


w (t) = o (f) CIE 


n) 


n) 


COMPTES — RENDUS 
DE LA SOCIETE POLONAISE DE MATHEMATIQUE. 
1. X. 1949 — 1. VII. 1950. 


Etat de la Société. 


L’état du Bureau Central de la Société ainsi que les états 
des Bureaux des Sections de Cracovie, Gdansk, Lublin, 
Poznan et Varsovie étant les mémes que dans la période 
précédente (voir Annales de la Societé Polonaise de Mathé- 
matique XXII, 1950, p. 273—275) nous nous bornons à publier 
l’état actuel de la Section de Wroclaw. 


Section de Wroclaw. 


Président de la Section: Prof. Dr. Wladyslaw Slebo- 
dzinski. 

Vice-Président de la Section: Prof. Dr. Edward Mar- 
czewski. 

Secrétaire de la Section: Mgr. Abraham Gôtz. 

Trésorier de la Section: Dr. Maria Nosarzewska. 

Membre du Bureau de la Section: Prof. Dr. Bronislaw 
Knaster. 

Commision de Contrôle: Prof. Dr. Jerzy Stupecki, Prof. 
Dr. Hugo Steinhaus, Prof. Dr. Witold Wolibner. 

Délégués à l'Assemblée Générale de la Société: Prof. Dr. 
Bronistaw Knaster, Prof. Dr. Edward Marczewski, 
Prof. Dr. Jan Mikusinski, Mgr. Marceli Stark. 

Suppléants des Délégués: Prof. Dr. Hugo Steinhaus, 
Prof. Dr. Wladyslaw Slebodzinski, Dr. Stanislaw 

Hartman, Prof. Dr. Jerzy Stupecki. 


Comptes Rendus des Séances des Sections. 
Section de Cracovie. 


18. X. 1949, Krzyzanski, M.: Sur la solution élémentaire 
de l'équation de la chaleur. Rendiconti dell’ Acad. 
Nazion dei Lincei, 1950. 

25. X. 1949. Séance tenue à l’occasion du mois de l'amitié 
polono-soviétique avec les conférences sur 
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8. XI. 1949. 


9. XI. 1949. 


15. XI. 1949. 


22. XI. 1949. 


29. XI. 1949. 


6. XII. 1949. 


13. XII. 1949. 


10. I. 1950. 


»l'Oeuvre des mathématiciens soviétiques” pro 
noncées par: 

Leja, F.: Fonctions analytiques, 

Gołąb, S.: Géométrie, 

Ważewski, T.: Equations différentielles, 
Leitner, R: Didactique des mathématiques 
Litwiniszyn, J: A certain boundary pro- 
blem of vibrating string (à paraitre dans les 
Archives de Mécanique Appliquée, t. 2, fasc. 2). 
Wekua, I. N.: Quelques problèmes de la théo- 
rie des équations aux dérivées partielles du type 
elliptique. 

L’auteur a parlé de quelques résultats -publiés dans son 
livre: Nowyje metodv rieszenia elipticzeskich urawnienij, 
Moskwa, 1950 (Nouvelles méthodes de solution des équa- 
tions du type elliptique). 


Leja, F.: Sur le problème des coefficients des 
fonctions analytiques univalentes dans le cercle 

Ann. Soc. Pol. Math., t. XXIII (1950), p. 69—78. 

Wrona, W.: On multivectors in the Rie- 
mannian space, (à paraître dans le Casopis pro 
pěstování matematiky a fysiky). 

Ziemnicki, J.: Sur quelques applications de 
l'équation de la chaleur dans la technique de 

moteurs termiques à piston. 

Cech, E.: Affinités et homographies tangen- 
tes à une correspondance entre deux espaces 
linéaires. Application au problème de la classi- 
fication affine et projective de telles correspon- 
dances. Un exposé complet sera publié dans 
une série de Mémoires au Casopis pro pěsto- 
vání matematiky a fysiky. 

Leitner, R.: Sur une propriété des ensembles 
de diamètre transfini nul. Ann. Soc. Pol. Math., 
t. XXIII. 

Wazewski, T.: Une généralisation de la no- 
tion du contingent et son rapport à un théo- 
réme sur les accroissements finis. Bull. Int. de 


17. I. 1950. 


7. TIT. 1950. 


21. III. 1950. 
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l’Ac. Pol. des Sciences et des Lettres, séance 
du 5. XII. 1949, 

Szarski, J: Sur les systèmes majorants 
d’équations différentielles. Ann. Soc. Pol. Math., 
t. XXIII. 

Hławiczka, S.: The unity of the notion of 
the number, addition and multiplication based 
on the relational arithmetic. 


In the relational arithmetic-based on the notion (due to 
Newton) of the number as a relation between two quanti- 
ties of the same kind the operations of addition and multi- 
plication are defined in the following way: 


p+r#|Q|-p'QirQ=sQ 
p-r#|Q|-p 1rQ=sQ 


wherein Q is a quantity, P/R the relational product of two 
relations. 
These definitions are valid for all kinds of numbers, as 
integers, retional, relative, real and complex numbers. 
There exists in the relational arithmetic also a unique 
definition of a power: 


rdf 


piZ rp. 


Leja, F.: Sur le problème de Dirichlet dans le 
cas des données frontières discontinues n’ad- 
mettant que deux valeurs différentes. 


Soit F la frontière d’un domaine plan, borné D simple- 
mant connexe, Q(z) une fonction réelle définie sur 5 
n’admettant que deux valeurs différentes A et B et ce 
système de n+ 1 points différents quelconques Co Ua 
on situes sur F. 

Désignons par Lz,e™) le polynome du degré n égal 
à l au point z= Cj et à 0 en d’autres points du système 
¿M et par Up, n (z, LE), où met n=1,2..., la somme 


CE es (C4 oh) = 2 [LD (z, | PE D: mm 
j= 


se réduisant à e?@°"’" aux points du système ¢™. Désig- 
nons encore Par Um,n (z) la borne interieu de cette 
somme lorsque n étant fixe le système co”) varie sur F. 
Tl est évident que la fonction Um,n (Z) est positive dans 


282 


28. III. 1950. 


9. V. 1950. 
23. V. 1950. 


30. V. 1950. 


D F, (2,2) = X |LOG, x)| entr 


le plan entier et que log Um,n (Z) constitue une approxima- 
n 
tion de la fonction A (z) sur F. On démontre que: 


1° Il existe dans l’ensemble D+F la limite réitérée 
lim { lim [2 log mn | } = ue) 
m= œ |n=> oLn 
et on a A< u(z)< ọ (z) aux points de F. 

2° La fonction u (z) est harmonique dans le domaine D, 
continue en ceux des points de F en lesquels ọ (z) est conti- 
nue et on a u(z)=ọ (z) aux points de continuité de œ (z). 
Ślebodziński, W.: Sur la géométrie textile 
et les connexions affines (à paraître dans les 
Prace Matematyczno-Fizyczne). 

Wazewski, T.: Remarques relatives au voyage 
scientifique en Tchécoslovaquie. 

Stupecki, J.: Logique et l'enseignement des 
mathématiques. 

Leja, F: Une méthode nouvelle de résolution 
du problème de Dirichlet dans. le plan. 

Soit F la frontière d'un domaine plan quelconque D con- 
tenant le point à l'infini dans son intérieur, y(z) une fonction 
réelle définie et continue sur F, 4 l’ensemble ouvert (supposé 
non vide) complémentaire à D+F et ct") un systéme de po- 
ints différents quelconques situés sur F. 

Désignons par V(¢™) le produit de toutes les distances 
mutuelles des points g, ¢,,..:,¢,, par 4 un paramètre réel et 
par Vie") le produit 


n 
(Et) eam fs (fj) 
Lorsque le système ¢) varie sur F le produit vie) reste 
borné et atteint un maximum V,,. Soit 
(1) x = Go PRES x 


un système de n+1 points de F (dépendant de À) en 
lequel V, (x) = V,x Formons la somme 
n) 
SR) 

j=0 
où 1) (z, x), j=0, 1,... n, désigne le polynome de Lagrange 
du degré n égal à 1 au points z=x{® et à 0 en d'autres 
points du système (1). 


6. VI. 1950. 


7. VI. 1950. 


17. X. 1949. 
21. X. 1949. 


22. I. 1950. 
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Il est clair que la somme (2) est positive dans le plan 
entier et qu'elle se réduit à e%?) aux points du systéme 
(1) donc la fonction 


G) f(z, 1) = 7log y TE Mina ae 


se réduit à @(z) aux points (1) et constitue une approxi- 
mation de la fonction frontière œ (z) sur F. Observons 
encore que l’ensemble A est une somme finie ou dénom- 
brable des domaines simplement connexes disjoints et que 
la frontière de À est contenue dans F. On peut démon- 


trer que: 
1° Dans l’ensemble À + F il existe la limite réitérée 


Jim TE lim | fn (z, 4) $ = & (z) 


y Aa ane à à l'inégalité m<®(z) <M, où met M sont 
les bornes de œ(z) sur F. 

2° La fonction ®(z) est harmonique dans A, continue 
dans A+ F et égale à ọ (z) sur F. 

Cette méthode de résolution du probléme de Dirichlet 
dans le plan pour des domaines simplement connexes bor- 
nés quelconques peut étre étendue 4 des domaines multi- 
plement connexes. 

Discussion publique sur le sujet: Pourquoi la con- 
naissance des mathématiques supérieures est 
nécessaire pour enseigner les mathématiques 
élémentaires. 

Egervary, J.: Sur le ee des trois corps. 
Une partie de ces résultats est contenue dans 
le travail: Sur une nouvelle solution particuliére 
du probléme des trois corps. (Commentarii 
Math. Helvetici, t. 24, fasc. 1). 


Section de Gdansk. 

Turski, St.: Sur les résultats acquis par les 
mathématiciens soviétiques. 
Naleszkiewicz, J.: Sur les méthodes de- 
relaxation dans les mathématiques appliquées. 
Gołąb, St.: Sur une généralisation des équa- 
tions de Bonnet-Kowalewski dans l'espace à plu- 
sieurs dimensions. 


1. I. 1950. Peczalski, M: Sur la rationalisation des- 


mathématiques. 
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2. VII. 1948. 
19. XI. 1948. 


3. XII. 1948. 
22. XII. 1948. 
21. I. 1949. 
219 1. 1949. 
11. II. 1949. 
18. III. 1949. 
18. III. 1949, 


26. III. 1949. 
14. V. 1940. 


14 V. 1949. 


1. X. 1949. 


18. XI. 1949. 


Section de Lublin 


Biernacki. M.: Sur une inégalité. 
Ryll-Nardzewski, C.: Sur quelques pro- 
priétés des corps convexes. 

Biernacki, M.: Sur les fonctions faiblement 
p-valentes. - 
Bielecki, A.: Sur la définition des fonctions 
trigonométriques à laide des intégrales. 
Biernacki, M.: Sur quelques propriétés des 
ovales. 

Biernacki, M.: Differentialgeometrie de Rothe 
(compte rendu bibliographique). 
Ryll-Nardzewski, C.: Sur un théorème 
de M. Ważewski. 
Bielecki, A: 
des segments. 
Biernacki, M.: Blaschke: Differentialgeo- 
metrie (compte rendu bibliographique). 
Krzyzanski, M.: Sur les méthodes de re- 
cherche des intégrales des équations linéaires 
du type elliptique discontinues sur le bord du 
domaine d'existence. 

Leja, F.: Sur une méthode d’approximation 
des fonctions. 

Leja, F: Une démonstration nouvelle d'un 
théorème de la théorie des séries. 
Biernacki, M.: Les principaux résultats obte- 
nus par les mathématiciens de lU. R. S.S. 


Sur la couverture du plan par 


Le conférencier a exposé les résultats obtenus par le 
mathématiciens de lU. R. S. S. dans différents domaines, en 
particulier dans la théorie des fonctions d’une variable 
réelle, des fonctions analytiques, de la théorie des ensem- 
bles, du calcul des probabilité et de la théorie des 
nombres. 


Krzyż, J: Sur une inversion du théorème de 
la moyenne (à paraître dans les Annales Univ. 
M. Curie-Sklodowska, Lublin. vol. IV, 1950). 


22. XI. 1949. 


13. L 1950. 


20. I. 1950. 
18. III. 1950. 


3. VI. 1950. 


10. VI. 1950. 


23. VI. 1950. 


5. XI. 1949. 
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Biernacki, M.: Sur quelques inégalités (à pa- 
raître dans les Annales Univ. M. Curie-Sklo- 
dowska, Lublin, vol. IV, 1950). 

Jakóbczyk, F.: Les fractions périodiques 
dans différents systèmes de numération (à pa- 
raître dans les Annales Univ. M. Curie-Sklo- 
dowska, Lublin, vol. V). 

Alexiewicz, A.: Sur les vecteurs-fonctions. 
Leja, F.: Sur les coefficients des fonctions 
analytiques univalentes dans le cercle. ‘ 
Wrona, W.: Sur une classification des espa- 
ces de Riemann. 

Le conférencier a indiqué une classification possible des 
espaces de Riemann, fondée sur les propriétés de la cour- 
bure scalaire d’une m-direction et des multivecteurs princi- 
paux en un point d’un espace de Riemann; ces propriétés 
ont fait l’objet de plusieurs publications antérieures du confé- 
rencier. 


Krzyzanski, M: Sur un procès stochastique 
continu en relation avec l'équation de la cha- 
leur (à paraître aux Rendiconti dell’Accad. Na- 
zionale dei Lincei). 

Tatarkiewicz, K.: Sur la convexité des 
sphères dans l’espace de Banach et sur la 
meilleure approximation (à paraître aux Ann. 
Soc. Pol. Math., voir aussi C. R. Ac. Sc. Paris 
227). 


Section de Łódź. 


Séance tenue à l’occasion du mois de l'amitié 
polono-soviétique avec les conférences sur l’Oeu- 
vre des mathématiciens soviétiques prononcées 
par: 

Krysicki, W.: Calcul de probabilité et la sta- 
tistique mathématique. 

Popruzenko, J: Théorie analytique des 
nombres, théorie des ensembles et topologie. 
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28. XI. 1949. 


Charzynski, Z. Analyse fonctionnelle. 
Janowski, W.: Théorie des fonctions analy- 
tiques. 

Charzynski, Z. et Janowski, W.: Sur 
l'équation générale des fonctions extrémales 
dans la famille des fonctions univalentes bar- 
nées (à paraître dans les Ann. Univ. M. Curie- 
Sklodowska vol. IV). 


Soit f(z) la fonction holomorphe univalente dans le 
cercle |z| < 1 de la forme 


(1) f(z)=a,z+..., où a, > 0 
pour laquelle 

(2) 1f(2)| < 1. 
Considerons la famille 

(3) F 


de toutes les fonctions de la forme (1) assujetties à la 
condition (2) et la famille 


(4) Fr 
de toutes les fonctions appartenant à la famille (3), pour 
lesquelles 


a, > O OL, 


Les auteurs donnent la généralisation des équations pour 
les fonctions extrémales obtenues par Z. Charzyński *). 


Le résultat essentiel est compris dans le théorème sui- 
vant: Etant donnée une fonctionnelle réelle 
(5) K (f) 
définie dans la famille (3), différenciable en chaque point 
de la famille (4), dont la différentielle ne s’annule identi- 
quement dans aucun point de la famille (4), chaque fonc- 
tion extrémale (c. à. d. pour laquelle la fonctionnelle (5) 
atteint son maximum dans la famille (4)): 


(6) w = f? =f* (z), 


appartenant à la famille (4) remplit les conditions sui- 
vantes: 


*) Z. Charzyński: „Sur les fonctions extrémales dans les familles 
de fonctions univalentes” à paraitre. 
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1. Il existe sur la circonférence 
(7) Zi 
un arc ouvert 
(8) C 


tel, que la fonction (6) reste analytique sur cet arc et le 
transforme en un arc 


(9) D 
du cercle 
(10) Iw| =1 
II. On a pour chaque point z de C l'équation: 
f” (2) 
[: FO 


(11) lh M fF (21 = NR e) 


a 


ou 


a) m= [v (ro, 4)] 6 EO, we 


an ne =D |e (t4) r o]ren o-z 


A 


Y(w,1) =w ES 


as D* (h) = L* (h) — i L* (hi) 


D* (h) = L* (h) + i L* (hi) 


L* (h) — la différentielle de la fonctionnelle (5) au point (6) 


PES TA Ne ee APP ee 
P= Minim 2 (D [z (F (E), e »)] + Be [z G@.e]} 


En même temps € désigne la variable apparente de l'opé- 
ration pour la distinguer de z, qui joue le rôle de para- 
mètre. 

III. Les fonctions (12) et (13) prennent sur la circonfé- 
rence (10), respectivement (7) les valeurs réelles non néga- 
tives. 

IV. Le premier coefficient du developpement de toute 
fonction extrémale (6) est égal à T. 

Il en résulte les corollaires suivantes, utiles dans leurs 
applications. 

Corollaire I. Si les propositions: 


Rocznik Pol. Tow. Matem. XXIII. 19 
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16. I. 1950. 


25. X. 1949. 


25. X. 1949. 


1° Il existe un domaine 
(15) E 
compris dans le cercle |z|< 1, dont la frontière contient 
un arc 


GEG 


tel, qu'aucun point de cet arc n'est pas un point d’accumu- 
lation des points essentiels du complémentaire du domaine 
(15). 
2° On peut étendre la différentielle de la fonctionnelle (5) 
à la famille linéaire G de toutes les fonctions méromorphes 
dans le cercle |z| < 1 qui ont des pôles tout au plus dans 
le domaine (15) 
sont verifiées, alors l'équation (11) a lieu pour chaque ze E. 
Corollaire II. Si les propositions: 


1° Il existe un domaine fixe 
(16) E* 


compris dans le cercle |z| < 1, dont la frontière contient 
la circonférence (7) et les points qui sont des points d’accu- 
mulation des points essentiels du complémentaire forment 
sur cette circonférence un ensemble non dense. 

2° La différentielle de la fonctionnelle (5) prise au point 
quelconque de la famille (4) s'étend à la famille linéaire G* 
de toutes fonctions méromorphes dans le cercle |z|< 1 
dont les pôles sont situés tout au plus dans le domaine 
(16) 
sont veritiées, alors l'équation (11) peut être établie pour 
chaque z e E*. 


Popruzenko, J.: Sur une méthode d’intégra- 
tion des expressions irrationnelles du 2° degré. 
En s'appuyant sur la notion du polynome pair et im- 
pair, l’auteur .a introduit un système des transformations 
qui nous permettent de présenter les irrationalité sous une 
forme rationnelle plus simple que celle que l’on obtient en 
appliquant les formules connues de l’Analyse classique. 


Section de Poznan. 


Orlicz, W.: Sur les relations scientifiques 
polono-soviétiques. 
Alexiewicz, A: Les mathématiques dans 
l'Union Soviétique. 


8. XI. 1949. 
8. XI. 1949. 
2. XII. 1949. 


151-1950; 
31. III. 1950. 


31. III. 1950. 


25. IV. 1950. 


5. V. 1950. 


19. V. 1950. 


6. VI. 1950. 


17, VI. 1950. 


22. VI. 1950. 


28. X. 1949. 
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Butlewski, Z.: Compte rendu du Congrès 
des mathématiciens polonais et tchécoslovaques 
à Prague (28 août — 4 septembre 1949). 
Alexiewicz, A: Application of vector- 
valued functions to a differential equation. 
Biernacki, M: On some inequalities. 
JeSmanowicz, L.: On the Cesaro means, 
Albrycht, J: The rule of l'Hospital for 
vector-valued functions (a paraitre dans Collo- 
quium Mathematicum). 

Alexiewicz, A. et Orlicz, W.: Analytic 
vector-valued functions of a real variable (a pa- 
raitre dans les Studia Mathematica). 
Gruzewski, A: The method of sequential 
analysis in mathematical statistics. 
Alexiewicz, A: Vector-valued functions of 
bounded variation (à paraître dans les Studia 
Mathematica). 

Alexiewicz, A. et Orlicz, W.: Riemann 
integration of vector-valued functions (a paraitre 
dans les Studia Mathematica). 
Ryll-Nardzewski, C: The equipartition 
of sequences. 

Wazewski. T.: On the notion of asymptotic 
coencidency of integrals of differential equa- 
tions. 

Marczewski, E.: On the ergodic theorems 


Section de Varsovie. 


Séance tenue à l’occasion du mois de l'amitié 
polono -soviétique avec les conférences sur 
l'Oeuvre des mathématiciens soviétiques, pro- 
noncées par: 

Kuratowski, K.: Introduction générale, 
Sierpinski, W. Théorie des ensembles et 
fonctions réelles, 

Mazur, S: Analyse fonctionnelle, 


19° 
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25. XI. 1949. 


25. XI. 1949, 
2. XII. 1949. 
2. XII. 1949. 
9. XII. 1949. 
13... 1950. 


20. I. 1950. 


20. I. 1950. 


272 T 1950: 


3. III. 1950. 


17. IIL. 1950. 


14. IV. 1950. 


28. IV. 1950. 


Borsuk, K.: Topologie, 

Zarankiewicz, K.: Théorie des nombres. 
Jaskowski, S.: Sur une généralisation du 
théoréme de Sturm dans la méthode de Tarski 
d'une décision dans l'algèbre. 

Jaskowski, S.: Sur l'interprétation des propo- 
sitions catégoriques dans le calcul des prédicats. 
Mostowski, A: Sur la notion du produit 
dans la théorie de la décision. 

Rasiowa, H.: Sur une axiomatique du calcul 
des propositions. 

Sikorski, R.: On an analogy between mea- 
sures and homomorphismus (ces Annales, p. ). 
Altman, M: Sur les bases dans l’espace de 
Hilbert. 

Rasiowa, H. et Sikorski, R: A proof of 
the completeness theorem of Gédel (a paraitre 
dans les Fundamenta Mathematicae 37 (1950)). 
Sikorski R: Topology in Boolean algebras 
(Fundamenta Mathematicae 36 (1949), p. 165—206). 
Sikorski, R: The integral in a Boolean 
algebra (Colloquium Mathematicum 2 (1949), 
p. 20—26). 

Altman, M.: Sur la multiplication des séries 
abstraites. 

Zarankiewicz, K.: Sur le théoréme des 
quatre domaines (aprés cette communication on 
a montré le film du Congrés des Mathémati- 
ciens Polonais et Tchécoslovaques 4 Prague). 
Sikorski, R.: On some topological spaces of 
high potency (à paraître dans les Fundamenta 
Mathematicae 37 (1950)). 

Neyman, J.: Sur un théorème d’existence lié 
avec le probléme de la vérification des hypo- 
théses composées. 


. Altman, M: Les anneaux B, 
. Suszko, R: L’éfude des fondements de ma- 


thématiques dans l'Union Soviétique. 


12. V. 1950. 


19. V. 1950. 
_ 19. V. 1950. 
2. VI. 1950. 


2. VI. 1950. 


2. VI. 1950. 


14. X. 1949. 
21. X. 1949. 


21. X. 1949. 
21. X. 1949, 


28. X. 1950. 


4. XI. 1949. 


11. XI. 1949. 


11. XI. 1949. 


25. XI. 1949. 
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Los, J. et Ryll-Nardzewski, C: L’axio- 
me du choix et l'existence de mesures deuxva- 
lentes dans l'algèbre de Boole. 

Sierpinski, W.: Compte rendu du voyage 
scientifique en Italie. 

Ryll-Nardzewski, C.: Sur une généralisa- 
tion du theorème ergodique. 

Sikorski, R.: Sur une démonstration du théo- 
réme de Tychonoff-Cech. 

Sierpinski, W.: Sur les nombres de la for- 
me 2" (à paraître dans les Ann. Soc. Pol. 
Math.). 

Marczewski, E: Sur quelques applications 
du théoréme ergodique. 


Section de Wrocław *) 
Los, J.: Sur les fondements de la probabilité. 
Steinhaus, H.: La Section de Wrocław de 
la Société Polonaise de Mathématique depuis le 
20 octobre 1945 jusqu'au 21 octobre 1949. 
Slebodzinski, W.: Sur les variétés a con- 
nexion semi-syméfrique. 
Marczewski, E.: Sur les fonctions équiva- 
lentes. 
Hartman, S.: Sur une méthode d estimation ' 
des sommes de Weyl pour les fonctions pério- 
diques et presque périodiques. 
Stark, M.: La théorie des nombres en 
U. R. S. S. 
Wolibner, W.: Sur un polynome dinterpo- 
lation. 
Mikusinski, J.: Sur la notion de dérivée 
dans l'anneau algébrique. 
Finkielstejn, L.: Sur une propriété du pro- 
duit de composition. 


*) Les résumés et les notices bibliographiques concernant les communi- 
cations présentées dans les séances de la Section de Wroclaw vont pa- 
raître dans le Colloquium Mathematicum II. 
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15. XI. 1949. 


2. XIT. 1949. 


2. XII. 1949. 


13. XII. 1949. 


16. XII. 1949. 
16. XII. 1949. 


16. XII. 1949. 


13. I. 1950. 


27. I. 1950. 


24. 
24. 
3; 
3. 
10. 


24. 


31. 


31. 


14. 


IT. 


IT. 


III. 


1950. 


1950. 


. 1950. 


1950. 


HI. 1950. 


II. 


TI. 


1950. 


1950. 


21950! 


1950! 


Ryll-Nardzewski, C: Sur un théorème 
d interpolation dans les espaces linéaires. 
Marczewski, E.: Remarques sur la mesure 
et sur la catégorie. 

Łukaszewicz, J.: Sur la structure granulaire 
du sol. 

Cech, E: Sur un type de transformation de 
l'espace projectif à n dimensions. 
Steinhaus, H.: Sur le problème de Hajos. 
Mikusinski, J. et Ryll-Nardzewski, C. 
Sur le produit de composition. 

Hartman, S.: Remarques sur les points 
a coordonnées entiéres dans les translations 
successives d’un domaine. 

Perkal, J.: Sur les sections transversales des 
troncs d'arbres. 

Ingarden, R.: Sur l’espace des couleurs. 


Steinhaus, H.: Une contribution à la nomo- 
graphie. 

Ryll-Nardzewski, C.: Un problème de 
l équipartition. 


Wolibner, W.: Sur les mouvements des 
corps friables. 

Zieba, A. Un théoréme de la théorie de la 
poursuite. 

Ryll-Nardzewski, C: Sur le théorème 
ergodique. 

Wolibner, W.: Sur les domaines de lindé- 
termination des fonctions analytiques aux points 
singuliers. 

Steinhaus, H: Remarques mathématiques 
au problème de la coagulation du sang. 
Ryll-Nardzewski, C.: Théorème ergodi- 
que sur les fractions continues. 
Marczewski, E: Le centre mathématique 
de Wroclaw. 1945—1950 (rapport pour le Con- 
grès Scientifique de Pologne). 


21. IV. 1950 


28. IV. 1950. 


28. IV. 1950. 


28. 


où 


5: 


12! 


12. 


6. 


a RA ie 


IV. 1950 


V. 


V. 


SV: 


SV.: 


1950 


1950. 


. 1950. 


. 1950. 


. 1950. 


. 1950. 
. 1950. 


. 1950. 


1950. 


1950 


VI. 1950 


6. VI. 1950 


16. VI. 1950. 


. 


16. VI. 1950. 


293 


Slebodzinski, W.: Sur la variété à conne- 
xion homographique. 

Nowakowski, R.: Sur la productivité laitière 
des vaches. 

Steinhaus, H.: Sur la variation des arcs. 
Marczewski, E: Sur la translation des ern- 
sembles. 

Mostowski, A.: Quelques nouveaux résul- 
tats concernant le problème de la décision. 
Rieger, L: La représentation du calcul fonc- 
tionnel dans une forme algébrique. 
Marczewski, E.: Sur l’extension non-sépa- 
rable et invariante de la mesure de Lebesgue. 
Hartman, S.: Remarques sur les théorèmes 
asymptotiques concernant les fractions conti- 
nues. 

Ryll-Nardzewski, C.: Sur un théorème 
de A. Rényi. 

Katětov, M.: Sur les algèbres de Boole. 
Knaster, B.: Sur l’ensemble des extrémités 
d'une courbe. 

Mikusiński, J.: Sur les systèmes des équa- 
tions aux dérivées partielles dans les espaces 
abstraits. 

Katětov, M.: Sur la dimension de l'espace 
métrique non-séparable. 

Egerváry, J.: Sur la réduction symétrique 
du problème de trois corps. 


. VI. 1950. Alexiewicz, A.: L'intégration dans les espa- 


ces de Banach. 

Steinhaus, H.: Sur l'estimation statistique 
de la valeur. 

Steinhaus, H.: Sur les séries de Taylor. 
Wolibner, W.: Sur une condition nécessaire 
et suffisante pour que la fonction analytique 
soit univalente. 

Hartman, S.: Sur les fractions continues. 
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16. VI. 1950. Hartman, S.: Remarques sur la relation gé- 
néralisée de Parceval. 

23. VI. 1950. Moron, Z.: Sur l'allure asymptotique des inté- 
grales des équations aux différences linéaires et 
non-homogènes. 

23. VI. 1950. Mikusinski, J.: Sur l'équation de trans- 
lation. 


Chronique et Publications. 


L'Assemblée Générale et les Conférences des Mathéma- 
ticiens Polonais. 


Le 29 juin 1950 a eu lieu à Varsovie l’Assemblée Géné- 
rale bienna’e de la Société Polonaise de Mathématique. 
L'assemblée a adopté les modifications suivantes du régle- 
ment de la Société: 

1° L'année financière compte du 1 janvier au 31 dé- 
cembre. 

2° Les Assemblées Générales de la Société ont lieu tous 
les deux ans entre le 1° janvier et le 1° mars, après l’expi- 
ration des pouvoirs du Bureau Central de la Société. 

3° Le président de cette section de la Société à laquelle 
appartient le président de la Société est membre du Bureau 
Central de la Société. 

4° Les séances du Bureau Central ne sont valables qu’en 
présence d’au moins 4 membres de ce Bureau. 


Les 14 et 15 juin 1950 a eu lieu 4 Wroclaw une confé- 
rence consacrée à la statistique organisée par l'Institut 
Mathématique de l’État en collaboration avec la sous-section 
mathématique du Congrès de la Science Polonaise. A cette 
conférence ont participé 30 statisticiens polonais et 3 tchéco- 
slovaques, on y a énoncé 15 communications sur les diffé- 
rents sujets concernant la statistique et ses applications. 
Dans une séance à part, tenue le 15 juin, on a discuté en 
vue d’une préparation au Congrès de la Science Polonaise, 
l’état actuel de la statistique polonaise et les projets de son 
développement dans l'avenir. 
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Le 29 juin 1950 a eu lieu une conférence des mathé- 
maticiens polonais consacrée à la discussion des résultats 
acquis dans les sciences mathématques polonaises, de leur 
état actuel et des projets de leur développement dans l’ave- 
nir. A cette conférence, organisée par la sous-section mathé- 
matique du Congrés de la Science Polonaise ont participé 
environ 60 mathématiciens. Après une discussion basée sur 
une conférence du professeur K. Borsuk, discussion 4 la- 
quelle ont pris part plusieurs membres de la réunion, on 
a constaté que bien que les mathématiciens polonais ont 
obtenu des résultats remarquables dans certaines branches 
de mathématiques (théorie des ensembles, analyse fonction- 
nelle, topologie et des sujets analogues), d’autres branches 
(les mathématiques classiques et surtout les applications) 
sont cultivées d’une facon insuffisante en Pologne. Vu des 
besoins croissants de l’Etat et de l’économie nationale les 
mathématiciens polonais rencontreront des problémes dont 
la résolution exigera un développement plus grand de l’ana- 
lyse classique et surtout des branches ayant des applica- 
tions directes. 


Les changements personnels aux chaires des mathématiques 
dans les écoles supérieures polonais. 


Dr. Stanislaw Turski professeur de mathématiques 
à l'Ecole Polytechnique de Gdansk a été nommé professeur 
de mathématiques à l'Ecole Polytechnique de Varsovie. 

Doc. Dr. Mirostaw Krzyzanski a été nommé pro- 
fesseur de mathématiques à l'Ecole Polytechnique de Cra- 
covie. 


Doc. Dr. Andrzej Alexiewicz à été nomme supplé- 
ant de professeur de mathématiques à l’Université de 
Poznan. 


Habilitations. 


Université de Varsovie. Dr. Roman Sikorski. Disser- 
tation: Closure Algebras. Fundamenta Mathematicae 36 
(1949), p. 165—206. 
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Le Concours Olympique Mathématique. 


Sur une proposition de M. le Ministre de l'Instruction 
Publique S. Skrzeszewski la Société Polonaise de 
Mathématique a organisé un concurs parmi les éléves des 
écoles secondaires appelé Concours Olympique Mathémati- 
que (Olimpiada Matematyczna). On a constitué le Comité 
Central du concours avec prof. dr. Stefan Straszewicz 
comme président et prof. dr. Kazimierz Zarankiewicz 
comme directeur du concours; d’autres membres du Comité 
Central étaient prof. dr. Edward Otto, A. M. Rusiecki, 
mgr. Olga Turska, mgr. Jan Szurek (représentant le 
Ministre de l’Instruction Publique) et M. Antoni Kosıń- 
ski (représentant Z.A.M.P). On a constitué en outre des 
Comités Régionaux du Concours Olympique à Varsovie (le 
président prof. dr. W. Sierpinski), à Wroclaw (le prési- 
dent prof. dr. W. Slebodzinski), à Cracovie (le prési- 
dent doc. dr. W. Wrona), à Poznañ (le président doc. dr. 
A. Alexiewicz), à Lublin (le président prof. dr. 
M. Biernacki), à Łódź (le président prof. dr. J. Ro- 
liñski). 

. Les buts du Concours Olympique sont les suivants: 
a) élever le niveau de l'instruction mathématique des lycéens, 
‘b) développer l'intérêt pour les sciences mathématiques, 
c) rechercher des individus particulièrement doués et faci- 
liter leur études ultérieures. Voici l’organisation du con- 
cours qui contient trois phases: la I phase du concours 
dure 3 mois, pendant ces 3 mois le Comité Central envoie 
à chaque école secondaire polonaise tous les mois 4 pro- 
blémes. Les éléves doivent résoudre ces problémes 4 do- 
micile et déposer les solutions chez leurs professeurs de 
mathématiques qui les envoient aux Comités Régionaux du 
concours. 


Les Comités Régionaux examinent les travaux reçus, les 
auteurs des meilleurs parmi ces travaux sont admis 4 la 
II phase du concours qui consiste en un examen écrit pen- 
dant lequel les éléves doivent résoudre de nouveaux pro- 
blèmes. Cet examen est contrôlé et a lieu simultanément 
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dans les 6 villes-sièges des Comités Régionaux. Les travaux 
des élèves sont envoyés au Comité Central qui convoque 
à Varsovie les auteurs des meilleures solutions dans le but 
de participer à la III phase du concours qui consiste aussi 
en un examen écrit contrôlé. Le Comité Central examine 
ensuite les travaux de cette phase du concours et décide au 
sujet de l'attribution des prix. 

Ceux qui ont gagné des prix en recoivent des attesta- 
tions; ils ont le droit d’être admis, après le baccalauréat, 
aux Facultés des Sciences des Universités ou des Ecoles 
Supérieures Pédagogiques et à toutes les Facultés des 
Ecoles Polytechniques sans d’autre examen que celui de la 
Science au sujet de la Pologne et du monde contemporain: 
on leur garantit aussi, s’il y a lieu, des bourses de l’État 
pendant leurs études supérieures. 

Les Concours Olympiques Mathématiques auront lieu 
tous les ans. Dans le I Concours Olympique Mathématique 
polonais 800 élèves ont participé à la I phase du Concours, 
324 à la II phase et 58 à la III phase. 20 concurrents ont 
reçu des prix. Chacun des gagnants de ces prix a reçu une 
collection des livres d’enseignement supérieur de mathéma- 
tiques et chaque professeur d’un élève gagnant le prix 
a reçu une récompense en argent. 

Grâce au I Concours Olympique Mathématique polonais 
on a pu tirer de conclusions précieuses concernant l’enseigne- 
ment dans les écoles secondaires; il y a lieu de considérer 
ce concours comme réussi. 


Prix et distinctions scientifiques. 


L'Académie Polonaise des Sciences et des Lettres à Cra- 
covie a accordé le prix scientifique annuel (pour l’ an 1950) 
dans le domaine des sciences mathématiques et naturelles 
(Classe III) au prof. H. Steinhaus pour le mémoire: 
Elementary Inequalities between the Expected Values of 
Current Estimates of Variance, Colloquium Mathematicum 1 
(1948), p. 312—321. 
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Les prix scientifiques annuels, fondés grâce à une sub- 
vention accordée par le Ministère de l'Instruction Publique 
pour les meilleurs travaux mathématiques publiés par les 
membres de la Société Polonaise de Mathématique au cours 
de deux années précédantes ont été accordés pour la cin- 
quième fois le 29 juin 1950 à M. S. Gołąb (le prix de 
Zaremba, pour les travaux: Sur la théorie des objets 
géométriques, Ann. Soc. Pol. Math. XIX (1946), p. 7—35 et 
Sur la théorie des objets géométriques, Ann. Soc. Pol. 
Math. XX (1947), p. 10—27), à M. J. Mikusinski (le 
prix de Banach, pour les travaux Sur les fondements du - 
calcul opératoire, Studia Mathematica XI (1949), p. 41—70 
et L'anneau algébrique et ses applications dans l'analyse : 
fonctionnelle, Annales Universitatis M. Curie-Sklodowska 
II (1948), p. 1—48 et III (1949), p. 1—84) et a M. R. Si- 
korski (le prix de Mazurkiewicz, pour les tra- 
vaux sur l’algébre de Boole, 4 savoir: 1. On the repre- 
sentation of Boolean algebras as fields of sets, Fund. 
Math. 35 (1948), p. 247—256; 2. On a generalization of theo- 
rems of Banach and Cantor-Bernstein, Coll. Math. L (1948), 
p. 140—144; 3. A theorem on extension of homomorphisms, 
Ann. Soc. Pol. Math. XXI (1948), p. 332—335; 4. Sur les 
corps de Boole topologiques, C. R. de l’Ac. des Sc. 226 
(1948), p. 1675—1676; 5. Sur la convergence des suites d'ho- 
momorphies, C. R. de Ac. des Sc. 226 (1948), p. 1792—1793: 
6. On the inducing of homomorphisms by mappings, Fund. 
Math. 36 (1949), p. 7—22; 7. A theorem on the structure 
of homomorphisms, Fund. Math. 36 (1949), p. 245—247; 
8. Closure algebras, Fund. Math. 36 (1949), p. 165—206; 
9. The integral on a Boolean algebra, Coll. Math. II, (1949), 
p. 20—26; 10. On an unsolved problem from the theory of 
Boolean algebras, Coll. Math. Il; (1949), p. 27—29; 11. Inde- 
pendent fields in cartesian products, Studia Math. 11 
(1949)). 
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